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(Al 8 A Gl <) Alla JS1 Al jealie ae (Gl 35ae)

(slésh wled) clall| Frequency | Percent
Auli 18 0.18
ol alyal 5 0.05
Lsac (alyl 4 0.04
sl 2 0.02
i) leal) 5 0.05
JAORIR 15 0.15
ol pes 17 0.17
Jeall cilie Loas 8 0.08
XEPNGIY 6 0.06

e giia (g5al ol 20 0.2

Total 100 100.0
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2.31 2.46
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13.5-14.3 5 0.1 10%
14.3-15.1 4 0.08 8%
15.1-15.9 10 0.2 20%
15.9-16.7 18 0.36 36%
16.7-17.5 9 0.18 18%
17.5-18.3 4 0.08 8%
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Histogram
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blawally — T— 583 Glaall jlae (bl aysill (3-1) JSall ek
DS Llazall dael o Ajlae jedad (4-1) J<al WL - - by

c3aec V) Jalada aladiul dyyee 33 JS 8 LY

Male Female

Age Frequency | Percent | Frequency| Percent
g e (pa Jil 3 3.3 2 3.3
i pially Ldall G 19 21.1 10 16.7
Ol yiall 458 23 25.6 16 26.7
LAl 45 13 14.5 13 21.7
il ) 4 11 12.2 6 10
cilipedll 45 10 11.1 5 8.3
cilianl) 45 7 7.8 4 6.65
Sy IR 4 4.4 4 6.65
Total 90 100 60 100

Agygsall Glgall Ylaa Aial g siall ) @ lSilly (@S Jsaall (4-1) Jsaad)
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oyl ) | S Bl 38 o i) Jlin) | il slal) 28 o o) Ll

d}{y\ gs-’m‘
0-10 0.96 0.93
10-20 0.95 0.9
20-30 0.94 0.88
30-40 0.92 0.86
40-50 0.88 0.80
50-60 0.76 0.75
60-70 0.53 0.6
70-80 0.21 0.4
80-90 0.02 0.1
90-100 0.01 0.05

s stlaally

Op sball a8 e @l Jlas) 43ad bl o3¢l s0eeY) Lbia au)

0.21-
0.26 -
0.20-
0.27 -
0.28 -
0.29 -

C.:L\:\MS\JLQ c‘\.\ﬁ‘\.\ﬂdﬁu.\m.\;d\

ik 60 J pdl Jeme dppusdigill il V) Jsaall oy .8

0.30-0.34-0.39-0.42-0.47-0.52-0.58-0.66 - 0.83 -
0.32-0.35-0.40-0.44-0.48-0.54-0.50 -0.79-0.88 -
0.30-0.34-0.39-0.42-0.47-0.52- 0.58-0.66-0.81 -
0.32-0.36-0.40-0.44-0.48- 0.53-0.60-0.72-0.96 -
0.33-0.37-0.40-0.45 -0.49-0.56-0.62-0.78—-1.03 -
0.15-0.46-0.50- 0.64-0.78-0.90-0.92-0.98-1.20

27




daih i a sl 8ye Uil 03¢d (gyhSE) agysil amgl
(0.20,0.44), (0.45,0.69) , (0.70,0.94) , (0.95,1.20)
2l 10 pladinly 3ye

(0.20-0.29), (0.30-0.39) , ..., (1.10-1.20)

Jas Sliball Jial Juadl el (ol 15a US (b S gpadl ay) — 0

flall A Jaae s
bl Laslia o) AT Lol UG aasf —a

S (D e degendd pall S lgine 48V @bl Jis.d

51 -

4.7 -

49 -

(mmol/l of 1L) lall 4.

39- 48- 33- 33- 36- 46- 34- 45- 33
47 - 36- 38- 22- 47- 41- 36- 4- 4.4
34- 42- 41- 44- 5- 37- 36- 29- 37
43- 6- 34- 4- 38- 41- 38- 44- 49
roslhall

clla) adanid 28550 5 3Ll lalade sl

0.5 (sl 4 Jsla Hasly bl (gyhSall aysill ol —c
0 Jalade aus)) —

DS dliadll syl —

28






A3 5 palaal
A St
Glially gainal)

The Population and Samples
tdadia :1-2

Jae painall e 50 ) ehiind o Jpanll s Jlasdl i)l Casgll
allee 58l aadid adinall 138 (e Al 8lgine Cilaglas adly (ge dusdyall
Glal) 5 ¢ sl aae 5 ¢ Aual) g ¢ gaanal ¢ oluall Tl Jie adin)

s

siad saalia JS ) L) (b clajealic Caypy Aileall g snse T
Agal) aie cda] A adiaall dugjad) daall e Glaglaall e dpS e
el AU Al aaa 2aay ) ey Gaalll ol RS L cilesladl oYy
Bl sl s - 3Rl Ald) pen el sy S Glaglaal
S (58 s ¢ Agyall diall S Aaleall lus Do Jaad Y e sladl)

38 siall Claradall 1538 il sleal)

se) lpaaa ol adic Bl Ge lgle dant ) closbedl ey
Gub oo Ll Saill (Say 3 ¢ Gany e e el Lo (lajalic
Omstel () el o) Sty el asaaly e Lo 1y ¢ Al laal

30



Al Gslaly Jalill jeandl Goslal Laa cilaslell aaal
tAdally Jaldd) sl :1-1-2
:( Complete Enumeration ) Jalil) yaal) :Y

o3 oSIs ¢ Auhall Jae aainall aldl asead ALl Ay a0 3dpkll oda
e gl My et lilSaly agea )zl A Adle AL
Glaladlly Gl Glalaad Jie daelie @l e dale Ju Glalall
mabdl Gbisd labasdl) 8 Jeldll jeasll by aadis L.l

AL sall Apmaally Al

:( The sample ) dial) Ll

O Adpall Jae acinall o Wjlial 5 cljiall (e desana b Al
Go S (A Rma ga8 JolSl) jeasl) Al adina) Ay G) 3 ¢ Slsde
Ayl o5 Lyl alare Gl ¢ JlaY) Qile 8 18y (e a2l o bl

el peaadl e Yoy digal)

At of g s Lss giall aladinly (pand) of ) QU e S5 Q)
Dbid) Adee iy o Sample ) dall e 3 el 1 lid) (3l
-( Sampling ) daladll duall 028

ilda il Caual (gl adinall Afiae (585 Cumy Aill L) (g5 puall (g
oS Al ¢l Ay DA o adinall o leaili agend adaial Gl
) Adles aE Gpb e 4te @] A adindl pailan o YY)

31



o Ky Cua Ailly adinad) Gp Jays clisdl 4,k ( Parameter
aladinly alleall 23] AEN 8 o aaiaall Lo A o) poens ) Jangia
.( Statistics ) <lelany) ans Ll e 33sale Luylia

tdaldd) paall o Alwl) Juali qilawd :2-1-2

Aty Aglany) Glogledll Z8 uldy Saill iy P a Aled)
Glahall 8 b o slae¥) Gglld) e muals ¢ dgaladl eyl
okia) (S0 lasbeall 38y (e Jliy i) aladinl o) aiiey S ¢ Aabial)
e JB Y S8 (Al e Anf ) Ay & ) o e S Giliall
tleanl 3aae L (Jalal) peaall Gl

cJalill jeaall ehal LKLY dngaaa (1

Loally agally Aalall JI clial) A8yl (2

sl Al jean Lygea (3

g yaal painall il jie cali (4

o panl) Ayl aiuhal S5 Y alatiall aaiaall & (5

Heie S8 3k Lo Rl ol Falay) Bl o3 O e

g i) (55 lial) Aokl 8 A8 il Lega (1

Alagas dyde A LS Y o liag i) Jlasiad (2

Jdai Gy ¢ Ay Sely lubid L)) pliay Gl asial (3
Neale Jpemnll 2ny cilaledll

32



Basic Steps for ) climll asaci & 4l cighdll :2-2

:( sampling design

Jhaa) o8 s Jew el e (b aiige (ads 1000 (e e sl ¢
GV ALaYL Loy Janl) ) zbad A Ghlie sac ) dihie (e Al
S ol al g ¢ Cilasleall slac) & Galai) A e

lignl) 223 Aaayl) clgladl) (V) il
:( Objective ) duball i : Ysl

1) Ly ccnllaall aand LY ¢ clgladll aal (e Audiall e Caagll s
ol gl Jroaliill lipti 388 ¢ 3080 Al pall CulS

:( The population ) 4ileall Jaa aaiaall aaas : Ll

dginh ey Al claag) o claiall s palial) o S adinally sy
I o) L Calia . Ak Cilatie . aiage . (ald] e aaiaall ()5S0
AHd 1) e liSua) gl a8 Alledll salal) a8 a8 ey LS
bty US 1Y Ll Ll dasas Cigyme (g el painad) (l8 5a0a 5
Al 4k b SN adsall Gl sVl de JULY) )5 Jawgie
A dshidl o3 Agl\jAei?&U‘g\eilnéé”Sﬁ\ Ly Ja ot dasae e
) Auleall Baags adinall (58 Glnial oS3 G a2l Abad)

Bl o —ladd <8 M5 duall e jeaie oo 3)ke . (Sampling Unit

33



.%M}i_i‘)&jji_@m}i—tﬂu
:( The Frame ) Jly) : Gl

G Slasgl) o (Aiylae Slany ) adinall arndli cang A3l sl J8
paats L YL Claagl) o2 o ggiat ) Al ans Al 065 Y
Adagid - pdine Al AE HULY) 5S¢ Alaall b dage 3sha LY
Al .l 8 A Gl sleny A0l L (e e (e Bolia . ik
L) el ¢ Lansly Al dualall lia) s lendy

:( Data collection ) clilyll aas @l

plawyl gsind ¥ ols ¢ Auhall (oo ae pand ) bl G55 o) cany
el sasa (e Iy (2 V) )88 Juals e

:( Sample Size ) sl aza : Luld

ol S Lslatie acindl) OIS 136 ¢ AT adine (e diall e alidy(a
shaY 488 AL Ll o) (ass ol Jie i Auall aas 5 o
oyt US 13 L Al aas saly) cand Lilaie ¢S5 A 13) Ll L Julatl
ae Jagie M1 iy Ayysad) Ll Gyjseeall 8 5adYl Jane s
chliall Caline 3 cVaeall Ggle G @llhg ¢ Shaliall e S

aaa OIS LSS ¢ Al aaa pe daliie il dsiag dul 36 & (b
sl )l ) calS ST Al

M ALE Claadall cul€ 1Y) LAl aas 23a3 Al 55l Al (c
Al aas 30k JuadVld 5508 CalS 1305 ¢ Al pas sl (o

34



:( Methods of data collection ) lilyl) aas (b ¢ Lutbu

a3 3T dugyaad) Ballall ge Gl aea e 2 Y A ol ehaY
(i) Jaaall)

Sample Type and ) Ahlaall (gl clisll glsi:3-2
:( sampling techniques

Jie dpie) lid DA clysial e Bl ) clyal) e Cargll S 13
Al 3yl dnal) la dadhl) clead) aali LLaY) cV e Lo glga Basa
Ll Lauhall ael sl jlae o (Al sy it o giad ) Al

e @i ¥ Al pia)l il g Lalasin) €YYy cliall gilal) ¢l
Jlly szl ) sas b clie 3208 (Aaally V) dulaal) Clasg (i

il aaty et 1AL UL Basay Lot o Lla (Saty 8 31 Y
e gl ey 4ty ahall adisall e g e adiad 3ala Gk Aiylaall

Aflsde e Glues 4dlde Glie ) Glial) andiy cdu)all

:(Random Sample ) 4dlgdall clinll :1-3-2

Buaie e Adylay adinall (pe duad) 2l L) Ciliall e gl 138 S S
l3ay il 3 el 5 ASISAY) (i adinal (a8 OS) ac s

35



el ey Adlaal) ulll liall e gsll 13 g lnd) Al Gy
i) i) il

alidiuly (Simple Random Sample ) asud) dggdall cilinll(1
:Agilgdal) al8,Y) Jglaa

Al Guilad Al 8 aadisy ¢ Gligal) sl Jand Adapll 4005l i)
Okid) 2 ool apes Adjras Ayl sallll 3 duhal Jae adadll
AV A5 Camsy aAY) LA S agadi 2 3 ¢ dejd ehals L alaY)
igline 3hyl o A8V LUS, Gllyg shaie e Adylay diml) & Gl
Aasinl ay Jumil gl diph dlliag csllaall aall a5 Tas Ghals
DS L) pas 05S5 On Ly Alstall aEY) Jglan

GUA Gaed e oKl alaeY) (e Ao gana (o Ailsdall QY Jsan 065
iy 9 (N 0 (e ABY) desana o (geiaty ¢ Baecly Caghia (S Ay
Oe (Plsdie JSG A8)5 o (8IS Jeaadl 1 (e @8y il oy ¢ Ayl
sty 9 ) 0 e a1 dead ) s Adaglial (351 de sans

cJsaad) 13a Hlasind Aayyla Wl Q)

:(1-2) Jba

) 1) Gl Ge (ame 10 (e 435S Aaiy Aflpde Aue LA )
138 ¢ ol alell Bla @llyg ¢ ralad) aul) Lade b daplall sl
600 N 1 (e Ly ol US Jany « 600 adaze (o Lia il

Slede <0 20a Aasall @l g Jsaall (e dndia Jlgdie (54 S
36



¢ Oopliaall dgeally sl fhali 3 il el e s ¢ lagees Dl
M (e 0s<h 600 2aadl (Y )¢ Slaall e s EDB Jf 4 jlas
ol Ol (e lous Tanna onaai iy Sy G 2 ) Jim & ¢ (@lla
Cada ¢yl @5l 2ae Y Al Jasy ¢ Jaul) ol e Al Ll

600 e iy aae S

Dbl 3 ad 02338 2l Laag 5 aseally 12 Jliaall b8y (S )
GV D JEN) dga Laas 515 338 L) A6 Jsf 4ie 33l 5 asaalls 12
931 ¢ 165 ¢ 774 « 772 ¢ 338 ) Ui 2acV) 5e i 8 Liaglis ¢ Ll
655 ¢ 917 « 515 <« 924 ¢ 822 « 754 <« 649 ¢ 090 ¢« 153 ¢ 812 «
Slo ap Al eV Jags (286 « 393 « 590 « 458 « 927 « 174«
tagald)] Al el (e 43S0 Aill (<8 ¢ 600

(286 « 393 < 590 « 458 « 174 < 515 « 090 « 153 ¢ 165 « 338)
:(Stratified Random Sample) 4dual) 4lgdall Ainl) (2

i 3¢ liall (e pall 13 aadin (uilaie e adiad) S Lae
dapn Alpde die Sy ¢ Gl aud duwilaie Glegeans ) adiall
3 dasilgd Gl e CUall 3la dasgia dulys Layl 13 Ldada S 0
(o Aly LS Gy alidny ¢ RIS S e ddlaie G OV o pdE
K K e Uilsde iy ¢ I s clide ) Al s Sl
¢ Aaaal) Al ae ) A Ll ae ae iy bae die (ddk)
Jid laca dal e amplidl S ol OOl Blay) dawgie (i

Byseall Gl

37



:(Systematic Random Sample ) 4akiiiall 4gdall 4ial)(3

ayis Aipme Aaal ity Uijey Luilaia aainall < Lotie diall 028 p2diu
il Stia (e 10 S5 ) LAY e dame e S (g Tajp i
Gy 17 S8 13 36 2l 5lias 7 4y of Lyl 136 ¢ Lolgde J5Y)
D JS L) adingy ¢ Apell Cglladl) aael) QS S 1385 27 Q) 1S

il paay sl pas e

:(Cluster Random Sample )43 s8ial) 4xilgall Ainll (4

JSiy dpe Jbas 8 ¢ duilatie S Spa Glegaas ) paiaddl ol
salie 4 5l Glegand) sl 55 ¢ Gleganal oda (o lsic
13 Lol saaly dlage (pe dilgudiall Ao giind) Ligadly Lage iy ¢ 40 siind) Ll
i ¢ Bl Gileganall (0 degane JS (e Ao Adlsde due Ljal
e laal Lyl 13 @l o B oflage 0o Ablsdal) Dpagiiall duall
Fed Liasy i A$5) lS 13y L 4S8 455 (31 ehsall (e 50 Auilpiic
(e degana Slpde JSG HUAS Ade 100 aalgl Goanall (gen ¢Bnlia
Gle 10 Goaa JS e HlAS A ¢ Guolia 10 baxe Sl ¢ Guliall

P il gle gyt dde dha (e die o Jiaadl

:(Nonrandom Sample ) 4slgdall p& cliall :2-3-2

e bl s ¢ dexie JSE il e pall 3 6 Al sl S
C'_al_wd\ DJAUAQ.GJSH lAJLﬁA\C&AA:}YDJJM :\.:;}AM

38



:( Accidental Sample) 4dslaal) 4ial)(1

23 (58 aismaly ool (e deseae o A cwh gal 1)
laylial 8 Calll Gl ¢ ddaall sl de A ganl)

:(Quota Sample ) duawxall 4iall(2

48 degene S e A A ¢ Gleseas ) adinall sy Sl o6,
Ldlgdic Gaals Lo Hlima s Lol 4 i 5yun

:(Purposive Sample) (4:aaall) Laall) 4inl)(3

58 e oo Gia] Lalia o)y Lo cavn Y1 (e A gena Caald) sy
A LiS aylity oLkl e 323ne Aesene ofialll oLLY) aaf i,
liad) g )l aaly agly 4djad

sddased) A glial) culiml) gﬁ N (aﬂ:.e )f«l.hug Jaadd :4-2
hugial) jali :1-4-2

OIS 13 ¢ 4l adinal) Jasgia Lt 02 ¢ 1 Ofs N adinall aas o (i

= o alad LS Zaml) oy langiad S2 5% 5 ey N Al aaa
. - - 1 =

¢l il bangial a8 =TT X

39



X bgidl cpli uasil 45Y) Al aadiis SIS

0@ == (L) 2-1)

: s (Standard Error ) (s)baall Uasl) i,

f@-EE e-»

5 Jgﬁﬂ\gﬁaﬂ\ A Sy

2

=2 =2]>(~") (2-3)

N

N—n

fqal—f@ud‘cayﬂ@aaﬂ\d‘@7=1—%w¢
axa gl 095N <n ol f =095 culS 13 . adinall ) Al A
1@)@@&&\&@}@&&@\@&95%&@&?@\
s2 2 f9 o . sz .
-2\/;@*4@3‘@\&\43&@\5\/: ngw\\kﬂ\@@d
il Jacssial A 3558 95%
(x=B x+p) (2-4)

ol ... « 0.02 < 0.01 Q}Sﬂﬁ)ﬁ@ddﬂd.}\j}yﬁeb Sy
oS Ae Jal Gas

X2 a, /%(1—]0) <U<T+z1a /%(1—]0) (2-5)

40



:(Z—Z)Jlfu

Ligia a8 prisdl Cign aal e Ladd 25 (e 435S dlgdic due Ldal
@olaall Lgdlails ¥ = 70 Lisl) Jasgia G\SE LAGEN & Q) il dae
Glps bugie 538 LN =150 gl Wil ae lale M6 .§ =5
W dass giall A8 558 95% aagly ¢ il 8 Uadl) an a3 (Al

: dal

.§S=5¢x=70 «n=25¢ N =150 Wl

(5-1) caun Gulil) 8 Lele g sl Jassgiall 56 8 X = 70

150-25
150

9(®) = %( ) —0.83

B =29(x) =2v0.83 = 1.8 : patll & laill sa L

Lusid 46558 X F 2/ 0(x) iyl Al sl jies (2 -4 ) caws
68.2 < < il Gljpm sl idall hasgidl o il @l s
.95% lalaie 48, Sy, 71.8

Estimation of the )7 aaisall SN goanall padi :2-4-2
:(population Total

X ol Lasgie i lo 5 7= By Gl goenall 8
f=N.7 :'4"3'\\ SLJ

tgsaaall (pl pasiy

41



9(%) = N29(%) = NZ%Z(M) - % N(N—-n) (2-6)

: oyl Uad aag
B = 2/9(%) = 2N/¥(x) (2-7)
:(3-2) Jta

5 Aaldll Ll anl 1slas Gl casal) e Liagye 20 (e dgilsie due
il ad by Jangie lws 1000 oalall alall aadae aly opdl)
Foana LB . §% = (1500)% X = 20000 S (Al oo
95% aagl &5 ¢ pail) Uad sl ¢ o) alall 8 eV psen e shae
<le giaall & ganal A8 5538

:Jad

N = 1000 pcisall aangn = 20 duall aaa 1 S & gonall joass

7 =1000(20000) = 20000000 3,

:(2'—6 )L}Adghﬂ\‘giﬁ

2250000
20

V(1) = (1000)(1000 — 20) = 110250000000 3,y
p sl 8 Waall 2
B = 2%(7) = 664078 3,

Cballly ke T g sanall 485 558 95% ()5

42



(T—-20 <t<T+2B)=
(19335922 < 17 < 20664078)

19. oo Ju Y el il gsenn of (10 95% yliie 48 o o
L5 (ale 206 e uy Vs 3

Estimation of the ) aaiaall p zladll duud ki :3-4-2
:(population proportion

Gy A5y SN 4% N N = Ny + N, ¢ Gy diall ol Jesi Y N,
il elaaVy Sl (e Gnbiaddl gatadl e sl

p }P=%a~ww:@¢\o,sm&mxﬂggg\wp,,u},\sp
n=n, +n, &PP\Z%M\‘;M\&QMQ:\SS\M
Gg=1-P Gasdis - Al (8 ddall @l lasy Gl daer gy
Al i a5

(2-8)

43



:(1-2) Jlia

lgena L agie LT N = 1500 gslos alall 8 (DU dae o (i

G omnaall A 3 Ul 15 agie cpidadl e (S5 s = 100

ol Al 485 Jlak 95% s ¢ hall 44K

:Jaldl

P=%=0.15 il A e )

:( S—S)QAP ol padg

\,}(p) _ (0.15;((30.85) (15(])2;;00) ~ 0.0012

:paall Uadll as
p =2+0.0012 = 0.07

(0.08 0.22 ). P Jasis595%

Vs 8%ce Jii Y opidadl Aagall Luall of 95% lyliie 48 e ai

L 22% e w5

:( Selection of the Sample size )n 4iall aaa ;54 :4-4-2

208 250 Ladlad ¢ Auhyll ALl il 8 55 deal 4l n Ail) aaa )
\YQAJS\&&@MGJMSL@A»QQGQJCmﬂJ‘c&MﬂDm
N Auall aas 3a3 Loyl 13 LALG sl Jilie dille i) o6& o iy
il s e Unpsi i B DA e s N« 02 ¢ f o alad o o

44



Gl (e L) Ly (e 2 Vs ¢ Asene Wle (658 02 W4y 2 gansd
AL il 80 Anel) s ey 2als A4 Aie e Bl daa

:J(A’d,u el U Al s (1

N—n

p=2® =25 (3)

(2-2) ADhall 3 aiad ae V(X) 4)lae

5 . AW 2 _ 4 02 (N-n C .
pANun (palgay. B —4-n(N_1) a3 an il

& - Qo EF A
n_(N—l)D+02 g D_(z) (2-9)

CaQ:l.AAM eﬁ&w t ypasl (v'm‘ el (-a;;(z

N.o” D = (%)2 (2 - 10)

n=————;
(N-1)D+02 '’

P il 2 il aaa (3

NP4 p= (5)2 2-11)

~ (N-1)D+P.q '’

RPN 1 . . Uy R X" - e .
\.J;\ PZE ).\.u_ajg_ahl_\.ﬂ\ LSJ“‘C-UO-:Z)'."‘"-’O-ZJ ):ms.\ )SH(J\J;\
Nseaa OIS

45



:(5-2) Jlia

Agal) aladinly Slad) aal 8 A adlsd) sl dawsie duhy a8
500 als bl aladl 8 5sSA) alsall aae of Liale 138 Aoyl 46 sl
Lall aan 58 .0 =100g 2 0 & gl GlaN) Gy ¢ aslse
falae 10 Ao i) Uad as ayyy YT Lol 13) dahall o3¢0 4530

:Jad)

Ll (2 -9) o

f =10, 0% =10000 ,N =500

B? 100 _

D=—= = 25
4 4

4 N.o? ___500(10000)
" (N-1)D+02  (499)(25)+10000 223

Lissiall i 8 Uadll ax j5laty ¥ s 223 lgeas Lie ) zbas o))
<l 10 p

46



Jilaay Cplad

Ko s 1 =3 lans Al Aedll Adhial Gl a2 .1
:23{2,4,6,8,10} ABY) (e osSall painall (g laylsal

cAﬁMﬂ O'ZJ;j -
V(F) Al B 5 22—

o2 (N—n

i (A SN allgall e Calyall adiaall (gl Sy all 585 sl L2
dlgde due Lja) ¢ agdse N =1000 osae allly caldl) aladl gl
S =31 wledl Gl X = 9.8 o Langd n = 50 lgess iany

dansgiall s & Uadd) as )
Ll aaa 0 of Cimy oS8 0.6 Aal) Wadl) aa 5l YT Ll 1Y~
fo0 =3 ‘)L_ﬁc\ &

Lty dawsie liway ¢ lagp 50 0o die aull die L3AT gyl
$=03 el Gla, X =32 k.g

& s Al g il A8 Ha

leans Ao 8] e (apad dan el Adlad sae Guedl lial) 3.4
e Jllly ol la il Gyl Bgr cubadl e 1= 40
47



Acasge 30 eloall 13 il 150l a2 oS8 N = 1000
Canglads 5 (pAll P Adal) Al o oS
¢ jaal) 13gd Uasll aa -0
¢ 0.04 dagl Uadll ox 5lay ¥ S adal AP Ll aaa La—

ds.uu Ll).\;\ Bl 200 U)JM u_q:\s;ﬂ >y @AL‘}) C.AL‘DJ @ «ﬂJLns

Calks Aiall (mitdl Gigl) Cihadly laugie Laess sl 20 Jlsde

S=12, x=34k.yg

Sodinall Qi) (pyoll g sl Jasssial) Hafi oS

}Jﬂ\&;hm\ -

. 0.5 Wadll ax 5l ¥ (S Leams 2 U Al s 2al -

lpad Al ayall dcgana (o Liagpe 40 e ddlsdic due LAT.6
O Gangd ¢ 35 Lygall claliadl Glglisy (plly 400 andae s 4yl

Apaill fsead (pdl) (e Qi Aliae adisy g slans (pdll dus 8

Jhdl as il 0

P il 48 Jlae 95% aagl —o

48






AN 5 palaall
Gl Juadl)
dlall ¢y Adlaiay) cle) sl
Probability Distribution

tduailad g Jlaiay) alal Luwlal) (salually alial) (1.3

s laay) 4 i dulpdall jalshl) :1.1.3

Lo JS 3 o oS ) ¢ Agdladall Jalshall Auhn Ao s Jlaal) ble ()
b L o L) Chang 13le @ Y LY dilsde jalsh Al Wby Jam,
alie) Bals Ll e Adlpdal) BallllE L @ g JS (e Aie ddaal
G L 05 Y e Gigyla vie Alaad) Lalie o€ daliy G
Gl ¢ o Slan) Al ) o5 Le digylay LS e 3aaLiall das
O Y el lial o) hSE s canlsll ) jdall e dlae] dsag e
G WS i yalal) L e Lala Sigan saalial ol S 13

Aalall oda g8y Jlaial (e

e paen (8 Lhlatg LS8 Aol alslall Al ale g Jlaal pley

oalshall bl zhsall J<i Al dphill s sl Glualls Ll sels
Al e ARG e aaell ol L Slaay) HUVL Cuan )

AlllSa aylgi 3pallay Hhaall hagw sjallay juadl Eaalea ala Jia 40058l

50



5 bl tilsall A5a Ballas s3] Jlast sallas ila S5al Ludila
sa alaay) Al e Cangd) 0 5 Al bl saiy e il
Jgiaaling salshall oda Jlaty Caoad dualy Al oLy

iy — dwpadl) A A Ll aalidl e Sy Jlaa) W g
Jliay) Clua 5 —Calall

:Ailgdal) Ay jaitly Ay el :2.1.3
bk claalia colad de sl sladly alell Ll (ol alize (8 4als
Kt Bya JS 5 ¢ Al Gl cant il (e haS Tae 585 o (S
JS Ao Jandd ¢ S 0585 o (S lly lamlially colail) o3a il
e dbn Jawwd (Liay ) LS DISs B 8§ ae 0S8 e saalie
ilaie Lime salls f Bals g5i5 ate ol gy Jana o Ugl Dlie Jaali S

Apailly
Lok ol "saalia’ Alasdle ) oo Aulee S el Ay el (ot

Lol dlpdiall il gt Cua ¢ Adledall il JWial) e aigs
ol o dbd @lling . cpedilly dalad) lgolalie 3 aSam 3y
Hlee 4l slall

Alalal) bl Aaadley 3l laal s agill (e pdad o) -

c paliall degana (4o paie LA -

e dae (pre Glays O A hall daps i -

ame 3ole Sland g saaliay el il 4y -

51



SGbiall (e desanae o QIS (e Ao gana a3

(85 52) alll Gy5 e sl B f A5 o

Ll Kpe 8 R Aol 8 Al LS g

¢ Guinlly ands eall ael GalAEY) (e desanal Gslly Jshall (b
s dshall Jiey X 3 (X ¢ Y) Giige zg) S8 e cillaadlall La ass 3)
o B Y

Aaslially 35ludl) (ulds asial¥) e gicad el ZUY) (e Aue A
) LD JSG o ()8 aliall Yiaied dedad JS 8 (50K A
il e (X,Y, Z

fhny daf o Joanivd Aime dilaie 8 s agledl (uin el
(0) A5 1S3 IS 13 (1) A Al ams o (S Ling ¢ A §f 3
cil agleal) &3

ACaal) Al e Ao seme Apad JSU o) Laali Aalal) ABGY) DA (g
desanal Gayin 3 ¢ Apaill Lehagin ) Auhl) dapds loass
oy Lase i dgynill Aifas daiis JS5 Al cliady lage s Q o bl
sany laseaiy [Q o (Al el 8 dil) Lol aae) iliil) aaaly Aigall
L QA oLad

Jic Q il 1) Al pload (e Adiia dcgane 4l Clall Cajag
Al Llas e soaly ddads (geny oA Calall ey Angiie Ao geanae
LN sl

52



¢ || Gy © Lindl plab waas A Luulal) ziladl) :3.1.3

bl Gleally :1.3.1.3
4..\,.1&}\ eliad Q)S.J'&Ja\jfv—e J‘)ﬂ\ PN c-\sj;\ 4..\__)3-\ Jla =

0| = 6 5 ©={1,2345,6}

=25 Q={B,G} ol SUG 5 SAW B 4 L, I3 :Jada 53Ys Jlia
9]
2 5Q={T,H} Qlis)sall H 5 LUSHT ;5 Uije, 13l 265 dakad o lal) JUe
el

taad) gl alicly :2.3.1.3

M 2 O dee e Jol dlage Jliad (K1) : mXn ) 38 -1
Giph n o o8 ol 4 A oSal FEhh eda e IS dal e diph
sdiph MX N s Gilsge deall JleSan Akl JIKESU ISH aaalld

caall ) Tadlly Laff el ey

Dass Im 5 e 4pldY Juay o Gme aly 3 Jemy sl oSy £(1.3) Jlka
O padtll 13g) Kay Baie . b ol T alY o Qe o (S 2 s

st Al Gl e 220y Al Jm
|2]= mXxn = 3 x2=6

dae Jal e clliy ¢ 520l o3 arei (Ko i M XN Y 55 asari —2
3 Y Al Al a4l g Cun Al Jalall (e K ey

53



Ny —’KJ\‘J&)AB‘ ......... ‘&“)an @u‘&)‘d\}aﬁ-})knl
b s alaba eny Jead ALY diliaall EHRI se (0S8 ¢ Aiyks

|Q|=n1 X Ny X v e Ny,

Coa elldy ¢ Galai) (e desene Caial (Say Aiph oS 1(2.3) Jla
23305 agin sy (20) Lade s agige o 5 (3) Laaxes dnaall agilla
. (6) 0dic ¢ GALJ\ ?@Aj.o g (8) 0dic ¢ e.@..mlﬁg\ u\SA g (2)

105 oallsY) 3 de seae Caviail dabidal) @kl xe o) sdal)
|| =3%x20%x2%8x6=5760

LSy e N ledaes 2 Leadlii degana d3a3 Ll oIS 13 :Aals Ala -3
sl Maie LRV Chall e Bye IS 8 Jiae Sy 8y N Ayyadl) bla
1005 il Al ¢ Liad

|9 = lo | = N7
ekl 2 Gl syl ol HsSA ¢ 555 Ay Ay 1 3.3) Jla
105 Aual) Lty [Q = 23 =85 L Ll
Q = {BBB, BBG, BGB, GBB, GGB, GBG, BGG, GGG}

oda Jiise Sy Uy Sy (L olaals ) 4806 dyyas Ala 8 :diadla
|| = 27 :xe Aeall bl J< Ligal) gliad 0 Gapis 5ya N Agyal)

54



laiall pualiall (o 408 e degene A culS 1Y 2 Agal) clial) -4
S en AT e (X, Xp e Xp) »aie K glir € INY S
deganall o 33ale T anall (e Agipe Aimy slaaVly Jlaal) ale o sgie
b gsbon 238 Adiyall Gliall 22 K5 A
sainll dlay ) BaleY) ae Al Bye r o cmdls [A] =0 Al -
e o g3l

Q] = 14" =n"
Litny gl ) sale) s (1SN ) Al sy 1 endly [A] =0 Als
(s g 531 il

|Q| = n(n-1) (n-2)......... (n-r+2) (n- r+1)-

= Prn

r)'
P A (e ke r anall e B sge iy ¢ Adlina 5SE Ln ualialls
A e € (Sadllsr amall (e 3] 2 & el Q] 5 r<|A]

n Ll m s 3 L (Aalie) shlaiall s L) e r afip e reNaliall e
Maied Aolie b Leaip 5 (r<n) Lo Ged roJlaa) s Sildie o b
posd il g alall Adlidlll (Fhhall sae &

P™ =n(n-1) (n-2)......... (n-r+2) (n- r+1)— ,(r<n)

r)'
Ghk e ol Ll depandll jalic i ay sl r=n oS Laxic
= n(n-1) (n-2)........3.2.1= n! ey Slasy dakiad)

fasian JesSn gis ol oS diph oS (4.3 ) Jba

55



:Jal
Q] =n"
:( 5.3)dlfu
) e Cashy ol o auii ags ehal G e Gl ane Ll
S o3a Jas Wiy Aalide A6k K L o Sal Aag)l (gsm Wl jigny Y (S04
il elaY) e laylias eial eyl o 55 giall dag)Y)
:Jall
cldl il Vol dae s AV CSWY) Jadd dabiad) skl s ()
P diag PP ol aaly <y 3 lgie dayl 3ala

6 _ 6 6X5X4X3X2l _
P = (6-4)! 2! = e

i aall 8 Calgal) e sl ) relidlgial)

Lals N Lhae sladl jaliall (0 A degeas lal K 13 . GLaY)

b aliall g 33y

clld o) Mae Js8 ¢ (rSn)Lmlc (e 4dlse 4)s dcgana LA
Jal b (1) S CF 2 W S0y A oesdsaler leana Biilgia o
e Al) A gesdsaldly roasall e clilad) se o # 0

G =~

ri(n—-r)!

1'=1 oS0l =1 g Wil .1

M) =1 () =1 : U .2

56



(rll) =n, (nfl) =n
:(6.3) Jta
s )y o L il S 7 e S AN LA @il 2e )

70 7X6X5X4! _
31(7-3)!  (3X2)(4)

Slo il Al legs Yy byl 5 Al (oSl Ly Jbad) s
)l

cr=c]=

nooGle (Brlae s o sl S 1 as dbe pe lad i
JEPRTION
Pa b Bonia 0 e splaasS 1o s g

|Q| =n"=nXn.....Xn

el e waal) Bgria n o Bldia 55T auis z sl apa :Adaadla
Sle e (aliil) e de send D) AU ais e Liay Al pial
. n=365 Ll Al

=7 gl ol o r el Culen e A sana a5 Al -

- osinlly Aigally yenll Wy 1 (alsd) e de sane il -

A WA e g pall Glia a5t -

A e QS Giladia e dpdadll ¢ UadY) a5 -

o BT asl ddlisall Bl ne Gl pldie e S o€ s B
| = ("7Y) AV AL e Bovia n e sl

57



tpaledd) (4 ) | 14.1.3

Qc);\ dl;)&l&mFulS}64m§)M%ij k_ulS\.J\ E
) lgdl) ciins 13 O e a4l F oo Jii F € P(Q)

1) QeF; 2)AeF=>A€F ; 3)ABeF = AUB€eF

M dpwally (3lae ) J) Jayill F @ing Q e haa F ol 1Y) iy
P(252nall

A, Ay oo Ay, ... €F > Ujs1A; € F
Q e =0 5 Wb b S F of Jsbs e
Pl Q e ba F ool 1y (2
.@ EF .1
(il 4l 3lae) A, BEF =——=> A\BEF . 2
(@bl Gl il 34 )AB € F =—=>A /BEF .3
il MDAl 3 F L4
seiiall plalaill 4l Blie F.5
o g el adll& L 6

58



bl as A5l lall Byl i O e Ll Foculs 1y (2
cganall alalill 4l 3l F L1
ey oSally e g a0 e S22

ol s g8 4l pa S 03

Al o Al el abls .4

O(F) :(pb i) i as 4l ¢ Q ehal 0o JB e La F oIS 13 (3
F g (b6 o) o gl Basine 5 F oo

Al il ) Foodlyy o3 il sa 0(F)  (pl) sual ) sl () sy

C(F sdlgy 3
oa eu R le sagand) Vel Cia saly 2 QU1 el of sy s
Ay degana o3 Ry ) Adiie degaane IS5 Ry 2 4 a5 dyse
Ry 24 3ayis Adyall llesans s R duyse s Capnd Leadi A3y lallyg

: 433>

Lt Apaaad) cluhall (Y ¢ eV Laay) e b Luld 1hss dyse s (535
Al Ll eVl padis

-

: A4

- Qe ol smg s aP=(Q) -

Q Sl ab s s 2 F ={0,0} -

O e L B Yy has Casd R (e dagital c¥lad) -

59



:caall Ll O = {1,2,3,4} el 1Y) -
F={@,{1},{4},{2,3},{1,4},{1,2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}

CF e ol s sa Cappetl) 8 3ay ) dagpill Gimy 4V O

-

LD 6 ihal e Wi i Fos 4de 58 e gana Q cuilS 13

s dcgane Fjualic e jeaie JS sediy . lusd lad e (Q, F)
Augd Clesana @, Q () 1o

Jici i)t iF > Ry Al e st clugd 2lad (Q, F) oS0l tedy
til Lo cin 1)) F e Luls

1) u(9)=0
2) VAliAZ Al eEF ) VlijAlﬂ A] =¢:

n( U2, 4;) = Xi2q n(4y)
Mokl el (Q ¢ F o) A0 sex tedy
i) 4ia 5.1.3

3 Agie O ulSy dimg jhe dyad il Aegene Q culS 1Y) : dipad (1

Al o3gy leia Bax e Q (30 B s degana ol (Ol .3350na

i LS 2 P (Q) 0sS dyailly Adleiall Eilaal) de sane ) 1ol (2
saganall ol Aygiiall dglaial) lleall el Uyon Al 2l jua

60



Claal) Ji il sagaee s dygiie ye Q culS 1) :dale A (3
aaY) i dsandy ¢ Foal ey O e Ll IS0 4 aailly dileidl)
P (Q) wsbn o sl e s

A LlE 8 dlsde dpat =il desens Q Jal (e dilladia) cilabow (4
o Gy ja Fua A EF o) Wd (A< O dopmally Glaie s
Q

Ly (ads BA Calle @ €EA): bl A €F Jal (e Gl
(A e w €A)
Yl el ¢ laal o Q e Lol Lol clegand) (L S

PR

OV ¢l any ¥l e e dhiad) cillead) Guls o) 14 (5
Agilaial) illeall oy (Sl QU jualls ¢ o6 s 8 Y1 e

(Q.F) (el pladl) il (S 15 gl dadloal) (yany (6
IR IR JARY

Q) sas sy Eaal) -

D sag i daaieal) diaall -

FN)AUBEF F 3 AB i ol dal e rdilaal) alas) -

61



AR e BT A ofiaall aal g 1) ey Caas sa Naie

t ol Fo A, Ay e Ay SI0aY) (e 835000 2l Jal (e

) &5 1 ol G 8 Ujpq A 4y (o0 n F C}Y) Uis1Ai EF
AN e i1, Ay Gl

s o F N)ANBEF 4 F 5o AB Jal (e 1ilaal) adalis -
B g A ads 1) ady cian sa ANB diag ¢ (el adaliill dpally (3lie

- aaly by L

OB (Ap)izg CaY) e 330 dlliia Jal (g SIS

s - (el aaliill ually Blia ggd ol yon JS Y ) Nynq Aj EF

canly ol e (A))jng Slaa¥) Cands 1)) fy Can g8 Nypy Ay &

O 13 Glilie Lgd) ¢ F e AB ofiaall (e Jsi 48U Eiaal) -
() o legeds (S Y I )ANB =0

(ADiz1 e e Aliiddly F e aal) (e dllite ol (e 2ol -
Lﬁi
Vij ii#js AN A= @55j=1,2, ...
|Uiz1 4il = [A1] + |A2| + ... + [Ap| + .
ey (o F ‘_'fﬁ) A-B EF (b F (wAB Jal et ofias 38 -
. AB=ANB ) GIB gy als A ady 13 2y G 8 A-B

62



Goalh en A Cn AEF (B F e A Jal (e tduslaiall Easy) -
diag A gy ol 1Y @i A 50 3 Al A sl sl ST A L LSl
Coklie s A AT GTANA= @

B iy A 8513 4l iy 138 AC B 5 F (e AB dal (e islgial) -
Jasmia 05 O @l e ol GSal) (S
Pl -
AL Gaa S ae il Aat gl 4@ Jaidl a1
LA ol Liany Lgumad 480 Cilaal & Zypad 3 A8Ia1 &aaY).2
() G )i 1.3) Adnyse
Aray Sy paliall e 4fie 22 e Cilge Glaal) i e Gaa S
AN Elaal aladils am g JSE

(@bl gy ) 3 2.3) Aaya
2 22l (g8 <G 71.93 9 4t Calaal yia e Caleall dac
Jlaiadl ulal) ciyjladl) ¢ 6.1.3

: Jlaiadl (g At} iy 1) 1.6.1.3

b o) o) Lagiie Ll de sane dppad Jls LS 13

s «lan¥l i 58 F=P(Q) Yaie 0588« Q= {wy, Wy ..., Wy}
Al Sl s gy e ) Gos gy maagil e gl dlla Y LS
t ) s A sl g iy Jlialy (A€ F) Gam P(A) iy Wil

63



A yalic 2
P(4) = 4= 2=

P(A)=§ cofal K<n A=K Jal ol

i Jlaia | dlaal) i ail) 2.6.1.3

BN Apadl sda Uy S Ll Gapily ¢ Aalsde dadl due oliad O oS3
N(A) oK ¢ Ll odgy lileia Bas A oS5 (WS hS 58 0 Cum)
I G Vy(A) = 22 s ¢ A Gl L gl ) Sl e
g5l mai V) (A), V5 (A) ...V (A) dlid) (i . A Gl gl ol
IS oS ¢ WS S sk n dal e 43) 3 Slaal) AU g
@l A Bl gy Juial Ly ssenin s 2e Joa T (A) sl

P(A) = V,(A)

(g 98 5alsS L) JLaiadl el ciy 1) 3,6.1.3

lede Cipnad) a1 jm F g Alsdie Gyt 0l desane i Q oK1l
;AN oyl

ot WP F >R
VAEF: P(A)=0 .1
P =1 2

P F e ot e dulind) Galgall (e 339000 Aalliie Jaf (e .3

64



P[UnzlAn] =Zn21P(An) (S A, Ay Ay e

o P(A) 058 ¢ Jide J5 Jlaa) o ddlaia) dls sy P osen Maie
Capaty e Caupadll Ty L QA F e A Qo g8y Jlaal
PJlaia I g8 gl sS

-

oa F o sl Jis Q 3 JWiaV) elaily (Q,F,P) 4000 e
gyt gal € Cuun Cayra Jlial (W@ P 5 O e ¢ilaal)

EaY) desane cul€ 13 (Juaiiall  Jlaal¥) eloailly sloadll 138 o
de gane CailS 1) Tyaise slimd )5Sy Bagdna 5l dpgliie 4gh dyyaill ALY
Basiea yes dpgiie e Alall glad 8 380N SlaaY)

1 glae 4141 4.6.1.3

C s Jlaa) S 138 A, B, C alail A6 gyall 3 Bl 1 (7.3) Jla
B s Jlaal Cileal 326 s A 558 Jlaals ¢ (A) )5t Jlia) Can 52
o e € 5B 35 Jlin) cpe & ¢ pgie JS 6 Jldial g sasllaaly
ad Jaaly 156 ol

2 C sh Jlialy 3K 8 A jsé Jldald K Jiey B )58 Jlaial (831 :dadl
rol Q 145 Ja A, B, C o s 6K sl ¢ 2(3K)

P(A)+PB)+P()=P(Q)=>3K+K+6K=1=>10K =1 :>1<=%

3 1 6 .
P(A) =3k = —;P(B) =K = ;P(C) = 6K = - 4
161 C 5l B s Jlainl (5Ss

65



1 6 7
PBBUC)=P(B)+P(C)= 2+2="L

(las)s 3l &Y oldliie B, C oY)

:(8.3) Jlia

lete OBy Ry, Ry 2 el S5 ¢ elpen oy olatsi Leta il ¢ 5% 5 Ll
ehina 1ysn) 20 Lgie Banlsy « Wy, Wy 3 L) Dy ¢ eliay gty olais
Jlia) L )% Wilsdie lgha Lidly lus sl o3a WLl Ly o L) ey,

LOsbiae sl e Do Lt G Jlaial Lag ¢ andi sl (ge s s o

:Jal
f ) Sl Al o3 il Jiia Ly
R1 R, W, W, Y
R, 3 RiR, | RyW; | Ry W, Ry Y
R, R, Ry A R,W; | Ry W, R, Y
W, W;R; | WiR, \ W, W, | WY
W, W, R, W,R, | W, W, _ W, Y
Y Y R, YR, YW, YW, —

66




audd Oalll e Hsay o Joanll dala A oS4
4

_ Al _ 4 _
P(4) =1 =55 = 0.2

Gl Gl e 58 e Jpemall Hidla B oS

[B] 16

P(B) = o]~ 20

0.8
.P(B)=1-P(A)=1-0.2=0.8 o

s dlaia dalad) dussiyl) ailadl) 7.1.3

e o Caily lllaa) clamd (QFP) oS4 Byl ailed 1
((F e salic) Slaal 4 53050 cle gandl)

il AUA=Q « B, A€F &l sl (e

i Ly ) B=BNnQ=Bn(AUA)=BnAUBNA)

(1) fals
= P(B)=P(ANB)+P(ANB)

BUB = Q Jal (e Judllyy
P(A)=P(ANB) + P(ANB) 1(2) dals

HAP) (1) Lalall 8 Q=8B a5

67



P(Q)=PANQ) +P(AnQ)= 1=P(A) +P(A)

: (3) dals
= P(A) +P(A)=1; P(A) =1-P(A)

A =0 s (3) Al b
:(4)ials

P@+PQ)=1=> P@+1=1= PO =0
;S e anai (1) daldll o8 AC B IS 13y
:(5) dals

P(B) =P(ANB)+P(ANB) =P(A) +P(B\A) =

P(B — A) = P(B) — P(A)
P(B) > P(A) :(6) ials
rai (6) Aalsll s @ € A € QO (sf Ul s
(7) als
P(@) <P(A)<P(Q)=> 0<PA)<1

cung F e ApAg .. Ageer. Gsall e s0same Al Jal g

:QL{‘—‘}AJJ

68



(Ui AD' = Niz1 A
:(3) Aalal) e ans

2 (8) Axala

P(Uiz1A)) =1 =P(Ui1A)' = | PWUA) =1-P(Ni1A)

(oidlie 5e) ANB # @ OS5 F e A, B oiiols ol dal g
F0sSs

AUB=AU[B\(ANB)]= P(AUB) = P(A) + P[B\(4 n B)]
1333 (5) Lalill s ANB S B (S5

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB) (9) ials

:(19.3) Jlia

Loaadl Al Llany o) Goyaad oSa Y 4l djeas cap laal ADG Lad
cals dagll Jdo Jeaadl Jlaal e lewss

:Jaldl
salsdagll Jo Jaaall dals A oK1

RSTEN Lﬁiwh\}g}\& Jyanll a2 Zala A" (i

|Q2|=6%5%4=120 ; |A| =5%4%3=60

69



P(A)=1-P(A)=1-2-=05

120

:(10.3 ) Jtia

oaly b LI aen b 4l by of 2n eclal) Al b lll ey
Juant aualy ciluall (ivausa oo buey lldy ¢ Lajla 52 e Auball 1l
e deany of Jlaia) S 13lay, X a5 ¢ Lk oo Jol (saa) & Jsd
sy Gob e Jsd Lo daasy o Jlasls ¢(0.7) 58 x Gub e Jsd
O Vsl Al Jant ¥ Cigas Giastall 538 o e 75% <ling ((0.4)

il gaa) e Jod e dlgas Jlaa)

:Jall
X dasusall Gob e Jsd e Gl Jgan Lola A Ealal) oSl
Y dwsall Goh g Jsd e (Ul Jpeas Fala B Ealall oSl
P(AUB) =0.75 P(B)=0.4 ¢ P(A)=0.7 : lual,
P ¥idied (uilie e A B dua A U B wsthdll lall
P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB)
= P(A) + P(B) — [1 — P(ANn B)’]
=P(A)+P(B)—1+P(A'UB")

70



=074+04-1+0.75 =0.85

iCaga dae alad) Jlada) Glua asess @

1058 F e Adliia e Ay, Aj Az Culsa D6 Jal (4e

_P(Al ﬂ A3) N P(AZ ﬂ A3) + P(Al ﬂ A2 ﬂ A3)

:(11.3) Jlia

e 60% OIS 13 Lleagla ey Al e e aadiad dglad At
drgyl JS e el (e aalys cdind)l e Jlesd) e 30% 5 Bl Jlexdl
Al A e EOlall LYY A (e LAaall ey HSA e ga Jlee
Asgal) 038 b

2 Jal
. P(F) = 0.60 oSad ¢ &by Jlead) S dala F oS4

0588 Sl e Jladl (€ Bala M oS4
. P(M) = 1 — P(F) = 0.40
. P(C) = 0.30 (s ciiad) e Jleall o sS Fala € S,

0S8 Al s e Jleall (58 s B (84
. P(B) =1-P(C) =0.70

71



C=Bus
¢ P(FNB) wlua sl PAM N C) = 0.25 L,
P(F)=P(FNC)+P(FNB) =
P(FNB) = P(F) — P(FN C)
= P(F) — [P(C) —P(M N C)]
= P(F) —P(C) + P(MN C)
= 0.60 — 0.30 + 0.25 = 0.55

72






day))l) 5 palaal)
(lgdadl IMELN)g apdd) Jlaay)(2.3
tCdy gty datia :1.2.3

O S 138 casally sade Wby oY) e a8 eland) ) Uyl 1)
Lalal Ujay 136 Lasuadl (e AJA laliaag o) e (ool Lladd) Jlan Jlaial
1 ey Liild B o aglly sade slandl o Ealag Ay jlaall sk

ob Lle laall Jsha Jlaal of ey 58 B b We A JWisl; P(A/B)
Lad Sl 55 P(A) o ST P(A/B) ¢isSom & G psaalls sl o land
Ao o osS8 8 Gula dln b =g JE 3a; . P(A/B)) e
Lola s Jlan) 3 Ulas 5f 5ol sy 38 ols gy o mmy Lguany

call JaY) Al a6 La e ¢ g3l

sl A gy Jlial & claais S 3l i Y B Kala gy of Lang
On sy Luiany oifalall Aha ¥ of @i B zuss (P(A/B') = P(A)
Aliia) Mate Ll f ciullaay) sl

¢ F e ofis A B 0lS5 ¢ Wlaia) 2lad (Q, F, P) Wl (& 13 5 (e
B oblde A gl oyl Juaal¥) cajes Wild P(B) > 0 of Luale 13
:.gcjjdg

¢ (Ps(A) = P(A/B)) = laf 3a5 3

74



P(ANB)
P(B)

P(A/B) = ; P(B) >0

:Mbj

P(ANB)

P(B/A) = S

; P(A) >0 ; (Pa(B) =P(B/A)) :us

Wil iy A Gaanll pisy ibyeay ails Lllaial 2lad (Q, F, P) olS 13 (1

F (.Q, F, PA) Gla)ﬂ\ ‘_QJL&S;Y\ ¢ Lzadl) & Jalating

O i g ((JaadU bl o) Biag ) Jad Jlaal s Py (2
Juaay) Al 8 dallia JlasdU J5¥) giall 6 by Al (alal) JS
oyl

raSyal) Jlaial) 3ac18:2.2.3

ol Wy oyl JlaaY) oy g

P(ANB)
P(A)

P(ANB)
P(B)

PA(B) = P(A/B) = ; P(A/B) =
= P(ANB) = P(A).P(B/A) = P(B).P(A/B)

S al) Jlaial) sac ey o xisdag
t ) (e A Ag, Ag Ay (e 520l 038 arend el WiSays

P(N A) = P(Ar)-P(A2/A).P(A3/A; N Ay)... P ((Ay| NI AD)

75



:(12.3) Jua

Gayer ladl Gy (f A S Guiall Cus (add 100 Ciisl
P YIS Al ol (Glas e 5 Clias) (e

<A 10 30 40
il 15 45 60
& sanal 25 75 100

: glhally (alatN dc pene o Gadd Uilede aal
D83 o8 ol Lale Glas L) ()6 of Jlaal cawal L1
el Llae o€l Lale 183 68 o Jlaia) ) 22

:Jad)
comalls Llae (addll oS @ala A K4

K8 pandll oS Bla B

slad) Enlall .1
__ P(AnB) _ |AnB| _ 10 _
P(A/B) = === = 10 = 0.25
Coslladll Ealal) 2

76



P(AnB) _ |ANB| _ 10
P(A)  |A] 25

P(B/A) = = 0.40

:(13.3)Jka
138 o2l iyl Legy alis clele cpmad) smi sanll o Bl aings day
alall DA shall 3l Jlaals 0.30 52 ale DA Jajll sl Jlas) gls
s gl 0 of sl L calall (DA 3lig Juas 136 .0.45 5a 4w
Glhall g siall o6& of Jlaial Les $da )l
:Jal
alall DA Ja )l sl Lala A oK1l

alall DS 3]yl sl Lals B g

alall Pla sl dala C

P(ANC) _ P(A)

P(A/C) = P(C)  P(AUB) (1
. P(A) __ 030 _030_ .,
~ P(A)+P(B)-P(ANB)  0.30+0.45  0.75
(2
P(B/C) = P(BNC) _ P(B) _ 045 _ 0.6

P(C)  P(C) 075

Al iy 293.2.3

77



Oo LlS Calall (e At (A))jsg oSl (Lllaia) sLad (Q, F, P) oS4
Lgal) g 13) Q asY) Gaaall &5 K3 W) (A g oe Jsis F

45|

Q= U1 A (1
Vij=1 ; i#j : ANA=0 (2
iiliil.3.2.3

OsS) ¥aimd ¢ Q 2€Y) Gaall s I (A;)jpg Slaal) culk 1Y (1
(e e Ailine (A;)iq

Juia) el o3 oy P(Q) = P(Uiz1 Ap) = i1 P(A) =1
LK

el Glaie s Y A5an L ga Q asY) Gaall B o o) (2
1l Lo Glaie Bas B S5 Q 1 35503 (A) 5 SaaY) culS 13ld L Lo

B=BNQ=Bn(Ujz1A;) = U;1(BNA)

055 (BNADjs1 leie o) gl e e 4dlie (A))jsy  0sSs
taies Loayl fie fie diliie

P(B) = P[U;>1(BNA)] = Xi=1 P(BN Aj)

Q@ Loyl B cnlall d55as K& (BN A)jng & Ces

78



b 68w 2.3.2.3
Bala B oSy (O F, P) s slaill 3 Q J 4535 (A)jnq oS3

e pab il i gl Auaill 03y Uadie

A P(A).P(B/y ) _
P(%i/, ] = i Vi=123,..
( / B> Siz1 P(ADP(B/, ) 1

Caalall ads 13 43) ol ¢ capnd) Jlaial S 3L s ey sl 13
ol sa (A g 4l (e ) (A) exad 058 of Jlaa) 58 Lé B
B iaall g isl dnsaal) Jalsal) 550 (6355 (Ay)jng IaY) D Ghay s s
e 455250 agiyall SaaY) (e 0

(CSpall Jia¥) sac B Can): o) W) (3.2.3) 100 Ui

P(B) = Xi>1 P(Aj N B) = Xi»1 P(A).P (B/Ai>

tand  apdll sl Caypal (e

P Al/ it P(A;nB) - P(Ai)-P(B/Ai)
B/ ™ P® 3 P(Ai)-P(B/Ai)

79



:( 14.3)Jba

oandy Ty daad) e Alble 10 g5 Jly) Sles 500 ads sl
Jaall Galla Bjeal A padtll any of Jlial cpe ilend Blea ieal)
Jead) g dhle Slea Lol &

:Jaldl

deadl e Jhle Slea o Jpanll Bdla E; ol

sl cwad B NE,NE;NE, wdbd &y i=1,2,3,4
: Syl Jlaay)

» » » - # E,2/ E,3/ E4/
P(E;nE,nE;NE,) P(El).P< E1>.P< £ Nk, P £ nE,nE,

490 _ 489 _ 488 _ 10
=—X—X—X—=0.019
500 © 499~ 498~ 497

:(15.3)Jka

(0 30% = pgmn A Js¥) Iadl) & 3 ¢ ) Jaghad A0 4 3500 pias
2 pen Ay SO balls cpiall Cuee 1% 4alll) e ey pladl )
Ay bl Jaally aiall uxe 2% 4alil o (a5 aiadll z ) (0 36%
Dbial & asall Cune 2% 4ali) Gan e piadll 2] e 34% 2 ag
Lilsde piad) 1) e e

tsthaally

80



el Ayee 3)laall Bl (585 () Jlaial Ganal L1
Lall 2l e 058 o Juinl Led aiuall dyes 5)lal) 350l cuilS 13 .2
gt

:Jald)
c_ual\ a_gu g)tm..d\ a}ud\ u}S 4 B US-J

A3 A2 Al Laall

P(A5)=0.34 P(A,)=0.36 P(A;)=0.30 2y Laalis

gnal) Augma 5l Bguall ()€ Fsla B S 13

P(B/,) =002 | P(B/y )=002 | P(B/, ) =001 | e

sl

A (Al slad) Q J&53s IS Ay, Ay, Ay o Bl

P(A;) + P(A;) + P(A;) =030+ 0364034 =1
:P(B) sthaall sl (1

P(B) = P(A,).P (B/A1> +P(A,).P (B/A2> + P(A;).P (B/A3>

= (0.30).(0.01) + (0.36).(0.02) + (0.34).(0.02) = 0.017

() Jlial) b o508 Ll Lia (2

81




Ay 8 Cud) g Gl Ll 06 o Jial s L B ady 13

P(A43).P(B
p <A3/B> _ P, ( /A3) _ (039).0.02) _ 00068 _ y 40
P(B) 0.017 0.017
:(17.3)Jka

O Jialy ¢ 0.08 (Sl (ye Ll L @ Galll) (00 pdins (b
0.95 s Jadlly (anpe 4 e impall Vgr (padid dla) (pone canla 5
OsSs of Jlial L ¢ 0.02 s beae e 4l Wle ailal 55 of Jlaals

£elld axli caplal) o e (g Sl Langpe il (i

:Jal

Loyl aae o BLaY) oy Ll 6l ¢ A5l Cals Yol Capeti L
La Lialy (g)Sud) ayan

P(B) =0.08 ; P(B)=1—-P(B) =0.92

Glaa e il Maie ¢yl lay) add bl o A Calall (S

sdu)yal)

P (A/B> =095; P <A/1’3> = 0.02

(G sl ) B/, sasllad) el

82



p B/ _ P(AnB) _ P(B).P(A/g)
A P(A)  P(B)P(A/p)+P(B).P(A/y)
. (0.08).(0.95) 0076
"~ (0.08).(0.95)+(0.92).(0.02)  0.0944

= 0.81

ol JMELN) iy i 3.3

-

tllia) ¢ Ld (Q, F, P) oS4

LIS 13 Lilpie Miinna Legdl A, B oolal ¢ Jsis F e A, B oS3l (1
P(ANB) = P(A).P(B) cr&\ Loyl liiay

Lilpdie Alie laaY) oda oo Join Wil LF (e Ay, Ay, Ag laa) 13 (2
oY) cplaydll Baat clS 1)

c e e dia Ag, Ay, Ay Sl -1
P(Al N A2 N A3) = P(Al)P(Az)P(A3) -2

13 Llpie Aiise W) F o0 Ay, Agerees Ay E1aaY) (e Al ce Jgis (3
oY) eyl 3ean cwils

Alpde Aliis ()5S (N-1) Ayl G Lo A5 Aline S -1
P(nin:1 Ai) = ?:1 P(Ai) —2
mili 1.3.3

83



P(A/g) =P() ; P(B/)) =P®B) :of miu Pyl Capes e (1

S Al Gl Al Gl Laaal &85 13 4l ey odiala Pl of
Ll arasl (Sans . A g4y axe

O ey oliiee Uy SB(Qldlie Baa) ANB =0 ol 1) (2

P(AN B) = P(A).P(B) = P(A).P(B)

=0=> PA)=0VP(B)=0
Siatie ala JH) e Laaaal 0 of oay o

e Ailge Aegenal Gand gl @Gl oyl dulp 4 :(18.3) Jla
=i 3300 2ap agin a5 ckle 60 J) G5t anyleel (ais 10000
e g padd 4000 Acsanall e 2ag adly (dgsly GUDEA) s
Gdagh) Aadlid) sl adl 1800 ang (bl Gm (g epdal)

T olline lifiala 465yl clladially cpamll Ja teasllaallg

:Jad)
ol leas (S, Wilsdie (add loal &ala A oSl

rXaie Ay bl 4l IS Wilsdie (ads jladl Lals B ol

4000

P(A) = N 0.4
3300
P(B) = 10000 0.33
P(ANB) = 11080"0"0 =0.18

84



P(A).P(B) = (0.4).(0.33) = 0.132 # 0.18 = P(ANB)
Lilsdie ool e B 5 A Ul

odiliie ye olala 4550 oA s sl Lﬁi

t ladal) (NN (alsd 2.3.3
laa) slaad (Q, F, P) (<4

aad laa¥ly Alaiadl 4l Slaal) o st oo Al Glaal) -1
s 5asY)

1> P(A) >0 Es F e A Gia 6l ge Dl oliala @ ,Q ) -2

Wie 058 A, B' ol Wilsdic Wi F (e A, B &laaY) culs 13 -3
Qlsde e 55 A' B 5 Lilslie i A, B 5 Lolsde

Elsall Gl Llsde Uiiee F (e Ag, A, v Ay SlaaY) culS 13 -4
Lol Wilsde Al 585 A, Ay, AL L decid)

t ) Tyl iy g F e odian A, B Jal e =5

Lilpde Guliis A, B 0sSs e P(B/A> = P(B/A>

Claal ivad Wlede Aiae Ag, Ay, . Ay SlaY)l culs 13 -6
tua (4) dalal) e Lagind 13 g 138 muay P(URL, A))

P(Uiz;A) =1- P(nin=1Ai) =1-Tlix, P(Ai)
85



:(19.3)Jka

Ui of Jlialy ¢ 2 g ol @l 10 day Ui of Jla) g 1Y

slladly ¢ = 5 (oAl Sl 10 4ty
(Al i 10 G ey o Jlis) sl (1
(A Gl 10 JAY e Laaaad (e of Jlais) cual (2
GAY) Glsin 10 J DA oY) sy of Jlaial sl (3
(oA) i 10 L8 dsg3l) et o) Jlaia) el (4

:Jaldl

Al @lgnd0 o U o cola A oS
oA i 10 dagl) Qs of Cola B

H(Lilsde Mliis A, B oyifislall oY) (1

P(A N B) = P(A).P(B) _i §=%
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) (2

86



1,1 1 1
2

4 3 12

P(AnB)=1-P[(AnB)|=1-PAUB) =1--== (3

P(ANB) =P(B) - P(ANB) == —— =~ (4

:(20.3)Jka

OIS 18 L ity o alan of dhma ays (B Sieagly dsal oSa
sye oy of Jis) cpe ol dag)l DlAd asd) 3 (0.50) 3ol Jlaal
Alias Elga & Glaitl) Sl salpl ol We (JH) e

:Jall

Solally § = 1,2,3,4 Gum ¢ asll b sl A2y of Tala E oS4
t UL, E; sl

P(Uf, E) =1-P(N{LE) =1—P([I{, P(E)) = 1 — (0.50)* = 0.938
dldglaa 18 plai:4.3

dowad Gl Byl gal YD &35 Al Ayyad 3 Al sliad sac e (1
¢ Jlak

043 5i0 350 adad iy £ lal) Appat 8 Al oLy Aill o Liad 22 (e (2
oy 52 6 of Jldial cpe il dagl 5puf 521 (3

AN e oy i

87



SV e il -a
cily SR A —e
Ll )l S sS3 ADE —&

piae W) e 25%,35%,40% i My, My, Mg <NT &b (4

st CY) 028 ) e 5% ,4% , 2% O Lasls il e

A CulSs piadll 13a 1) (e dale Ul Ll il e gl
My AW ) e dalud) (458 Jlaial e ¢ gl

5 Llsde Coau elimy clVou€ 5 celasm elsy Vol 7 aS (g (5

ol eliny (4o e Jpomall Jlainl ol tssliadly N

Doy @ Al 4 5 ¢ ehiva by a6 leie 4 ¢ s 10 seme S (6
sd O al) 138 (ge Lol limas oo lian o) 08 Lia 2 5 shyen
sl i e st ol ol gt (of Jlaia) Lad Ll pie

Ciay aadie ol Sl Jle Cua (aldsY) (e degene gl o (7
t V) Jsaadl 355 agaal Hpall Jakall £ il Aoy

Pl Sl le
g saaall
Lﬁd\.c Luj.bo L)Lc
Je bia 5 10 20 35
sole ki | 35 25 5 65
¢ sanall 40 35 25 100

88



tsthally ¢ deganall 38 Gu e Wilsdie padd LA

Dhe 05 of Jial W Jle L 13 o)lad) &5 @3 Gadill oS 1y -
¢l sie 40 pally S

e Jara 13 o)lgd) &3 A pasdl) ()5S of Jas) L -

O Jlaa) Lad caally JSull Jle Sl 13 oplidl) &3 o) paddl) GlS 13—
tlale adlars O5S

Js¥l baall ol 13l 2 1) Jagha 4 48 aal) Lk (b8 336y aias (8
¢ piall Cune 2% 4l e (e pliaddl Z 1) (0 25% 7L g
aali] Jada (e puadl Z ) e 15% il agun S Lal) IS
piad) 21 (10 35% z il aguy Bl ball S5 ¢ piall e 1%
25% zlil agasy aabl) ball IS5 cpiall Cume 3% 4alil) Gaca (g
e Slea il & caiall Cune 4% 4ali) Geca (a5 piadll Z U] (1e
tstlaally L piadll - Ul

Semnal) e o) 23 A Slead) (sS of Jas) L

OsS o) Jlain) Led gaall Cuna o)lidl o3 (3 Sleall OIS 13—
§ Sl baal) -1 e .3
Saabll Ladll ~5) oe .b

O Juials 0.10 Cme papes Blal daw 35 dipme e adine 8 (9
s Jaily Gane 4l Wl (gl gy adid Al cpee ke )
Juial L .0.04 s clae ye 4l Wle 4ila) 54 of Jlialy 0.90

89



Calall ol Lo S0l ompally Llias painall 138 (g0 (i 50
el aal

90



doal i) 3 palaal)

Alaiay) ayisilly Alsdal) yiial 5.3
1(21.3) Jla

Gied Arala b Cplasddl (DU e Gl Uiltie hlas) 4yl oSl
SO

G S Yl Lmalall dnadl b oSy oS 1Y) Wy X=1 S X=0
- Al Al

Al ae =Y

il g =7

Chysia) 038y ke Sy dlpde Chsia A Z 5 Y 5 X il

Goyad JS die L saaly g saals dad 22y D)

iad Y 22h 500 Wyl L) oo Lo saals dad X 280 s O Jaf e
ot L Banly Aad 7 3aby ol s e Ge Ble (o8 L sasls

(ase s e (e Ble

91



:(22.3) Jia

H D asgl e X oSy ¢ Al cilje EO 685 dakad o B o 4yl o<1l
2 51 50 ASadll and lpic yie s X il lgle Jiass A
.3

relly G YD Jsaadls ¢ Apaill s3a (gyad 83 IS dic saals dad L ey

dpaill 4o | HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT

ébﬁd\)&ﬂd\e}@ac:\ﬁbwu@aﬁ; o Lo
:(23.3) J

) il sae X oSy . (A1 spall H D) dag jeday ia 2588 dakad (ol
(Roal) il e sane) Aiel) elad o Appmall ASadl) bl L lgyl) ol
P oA

H, TH, TTH,....
Agall elimd &) Gl &3 512 11 0 o oS X o aalsl) e
Ll 2aeY) desane A ASed) Aad dogane o ¢ X saly A
{1,2,3,..}

sdud) gdiad) &) priall (it 1.5.3

92




Jsb Z 1 ASedl adll degena e delaaily (21.3) JEa ) aadl
Gl Ul Jola Gl Jshall (bl e Bylacse podiivin Ll Ly L dUal)
ﬁy)ju&sdcﬁbl\@@@m\o.\héc&ﬂ

Aase gsaae o o e Al gl 058 o oS Z il 0 daal,
A e Yl ¢ haia OIS Laga cdnse sme g0 dlae gl 3 2ag skl
& X oalsy Aual) climd O (e aellys WG e span s sde (Say Y
C bl el G Lol A @lia 1Y) Ll il Y (3.5) Jad)

(¢ 13L) aall Q6 e HAVYs aall 16 Laalaals

:(Juaitia) aiial) ¢Laii1.1.5.3

S Ll e Letita lade gy QS 13 Jemiia o liad 48) die slind e Jsi
Lol e ael) AL Ayl Y

(Seiall) salenall ¢ Lail2.1.5.3

o e Y g O8I (i f) Jusiia o liab 4] Ao oliad e Jois
el e 2ell AL
Sy Aladie st ) Ablsdiall pria) Coias Caail) 13g) g

:(adaiall) Juilial)  lgdinal) 435al13.1.5.3

93



desane ASadll dad degene Cul€ 1Y) Juaiie Jlgdall el &) Ji
s salsy A ¥l eloadll € 13 o 2l L6 L8l ¥l dygiia
«Jhadia o liad )A:_mjw |

(aenall) Juaiall  ilpddall yiiall 4.1.5.3

Y de sane AiSaal) dad Ao sane CulS 1Y paiue 4 Jlsdic e oo Joi
R T e~

gl 6is Aluaiial) Luilgdial) c)yiiall 2.5.3

il Gy Jean 5 dapa s Jeaiie ilgdie uid sy apsil
e S0 el Jlaia Yy A€l

:(24.3)Jka
s X 1(22.3) JE b JaaY) sl )
X 0 1 2 3
1 3
fy(x) = P(X =x) 3 s 8 8

f(x) = p(X = x) &
(sl o Jmand) & S aed QL o)
Lyl ol e Lo e Joanil Uiy aysil 138 Jia ¢Sy

94




Slocual) aalgd) i sid (@) cVlaad She AiSed)) 4l il
acl) Sabiins (lae) 558 S 358 ponsils (Lol o Chaiy dadll cppadl
t ) JSal 8 WS JlaaY) 250 e dhanid ¢ ilsall JlasY) (g5l

AN

-

v

0 1 2 3
(22.3) JGal & aieill Alaial) gz jaall
toy) ekl Jeadie Jlsdiall il f(00) Jlaaa¥) dly Gias o cany

x oSl f(x)=0 .1
X il x

1 pabnal) Auilgdial) lyiiall :3.5.3

sl o a5y lpilie o Jpaall axdis Al sl g
Dbl Jsha Jazas Jshally 35ally ()35l8 5yaine ddlodie Clpxia (uld
23 Jie Ciluliy By Adlpdie Cyste o QB LIS ava s A3
Ll gl (of coubll Lol of Loy agle Lda) bad e Lalis & <l pacial)

95



138 e (V) il e (Ll dae ) Hena) ansall jsaall e
O Lege JUin) Gapads ¢ jaiue Jlsde yaie Al (8 iSa Yy ¢ saall
Y ans 3 Al ol (e BASH KU D kil o8 e dad Y s
zAl s Las cCijiia Laga 5538 (51 (b Bl (g 2all ALE e Al
A2l o ayn ¥ G gl Jaa) o) dei ) Jlaal) A e
diliae ) zhgal) cld 465k 8 €6l (e 2 Y 5. (sl o)
Jemiia Jilgie e Alla ol e Ll

DS e an Aalusal) ypasdt AplSe) Wiy 3 hagll slany) ) 52580l
Gl Heae o ddais JS Jiay Cia WS s Iy JlialS ol
il G (oy small o) gaseall Y] Jiags ¢ Luld (0x saall)
sinie diimy A Ll (o adinall 3 Gl 138 jsela S5l c Tl
Juial zisai ol Aglase 3 Aol ddais HSEY) o2 W a3 L )il
e (Slsde

stk S5 e ST Sl cg Gl sel JUSS G814 Jaall Tl
BESY L S Ul o AES aie ISE Jsie ely b sall)
5 el A F() Baivall A canily g AT ) A e ddlan)
sniall 13 i lalud) Jio Nae. dlaal 436 Ay )<l s
RGN ONEY
gl (a,b) 558l Gaca X i) (bl s o Jlaialy

(a,b) Jad) (3585 A€ iaie i dalddl 8 p(a < X < b)

(1 e )

96



VS legiad of AES Ally Y Y ¢ ooy dagylall oda Jie ble (i
O of s Y e Gl e Jlaal) s L Jlaal) il e 7 A
5V Ealal) Jlaa) G Lags X Y1 saall cond DESY s (e 25

el aalsll Usbas 0585 o cany p (=00 < X < +00)

AV sac &) (s 138a g
HEC
Onbydll B33 o) sy Allaia) 8BS S f() 3ycione Al mlai S
T
X S lege f(x) 20 1
bl gsls (BESY Jaie <3 gl ) () oly s Al L2
Lalas

:paaial) Maia¥) 4353l A2 4.5.3

el LSl Lo V) Jlsadl e cumy acliall aaaidl bl G L)
s e peaiiall apgll A iy $a0ms dad o Ji (el sehl
fhadne dad golud o J8 Aad X Jlsde e 30 o) Jlas) L taglie

97



Juaia) by o o Adaiil) 3 A o8 Aad 8 F o Allal) 3] Uay 13
el X gsln o OB Aad X sl el 330

F(x) = p(X < x)

el lgde pite 1a1.4.5.3

: Cappell,
F(6) = St (1)

e J8 Al DSl il paes 358 goanall (a8 Yy s
:(25.3) Jta
¢ Y e oo H Jang o Jsaal) Jlaa) L (27.3) bl b
2 Jal
Dl 0 gkl
P(X<2)=F(2) = Y2_,f(x) = f(0) + f(1) + f(2)

= L,3,3 28
8 8 8 8
agill o3 Llee Tyt Jaef 0y

! padad (.,S\J.C'AG wxia Al 2.4.5.3

98



G ) s A x Jain Slpfie uid aeaidl agall Al
gl
t Akl e jluall ) Zadlgl) 2GS st it Aa Ll
F(t)=P(X<?t)
P Y JSEl

&h >

Juaia Algde paial paniall ayjgill Ay

e auli gey SLulall adae bngie ge fealdll Gl 4 Coatia
) Ble sl (aainall busia) Hle shadiu) o mlhiaing .l
Chadyl) Sl (aciaall @lad) a1 ) 5 (gl o) sl (acinal
Gladl slaay) ol 8 saladl iy LS Gayiug o (psll gl

(Slenps > dilhin ) 0 Alsd) Copally adinall (55badl)

: ol ) gl

:(”;-"w M (”g-".au)s\ éﬂ‘ 1.5.3
CF(x) allaal 1la Staiie Wisie 1yite X oS4
EX) = Zpx. f(x): Bawmbep o py of E(X) 2 X adsid 3ails

99



X iall Al il JS (35 g panall iy 3y Cun
- Juaiie Jlplie e s Olual el adky Capeil) 3

Al E(X) dxdgiall dadll 1l leall sl o E(X) 3 ki) Jixdl)
ol edishl) ol o sl 13 leaayiay of oS ) 4l Jaugie o X
X il 8l gall Lull) ading Janisia 5 A1 35k

:(26.3) Jlia
E(X) wal (22.3) JGa) _d

:dad)

3 1 3 3 1
E(X)=ZX=0x.f(x)=0><§ +1><g+ 2><g+3><§=1.5
10} Jsill Sy o Ly
CH sl el Ll dadgial) el & (1.5 i) L1

Lk ol . 1.5 adaiil) Jsa H 3 assl aaed VW) aysill 5S5a5 .2
s San 4l Laag (22.3) Jbd) & JWa¥) 2ol 3y0a
L SaiaV) asil) laugie & 1.5 dailld Lox ysaall e 1.5 Ak

H D asgl ol sl dadll Jis gl s 1.5 dall Leall i) .3

WS o Wl ey o (laldll adiae Jaugie ) dishll gad) e

GV H D) aasl aae llais el ce SUla Tase DA gl olad (i
1.5 e Lliaad slacYl 038 Jaugia s & lgile lliaa

100



X Agaae A (el ) 2841 2.5.3

ElgX)] = Xxg(0).f(x)

1(23.3) Jal S E(X?) el 1(27.3) Jla
: Jal
E(X?) =X3=1 %% f (%)
=122 4222 4322 442 = 5224 62 2
"6 "6 "6 "6 6 "6

91

= Nt i1
6

G a1 8 e JS s Jlpte i g5 pms Ll 2l tpsem
cuaiy Jaadiall jpaiell Jlia) a)sill Al alie a8 lldal) A5G 4l
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	المحاضرة الثالثة
	الفصل الثالث
	التوّزعات الاحتمالية ذات الصلة
	Probability Distribution
	( 1.3 المفاهيم والمبادئ الأساسية لعلم الاحتمال وخصائصه:
	1.1.3: الظواهر العشوائية ونظرية الاحتمالات:


	إن علم الاحتمال هو علم دراسة الظواهر العشوائية ، إذ يمكن أن نعدّ كل ما يحيط بحياتنا اليومية ظواهر عشوائية، لأننا لا نتوقع ماذا سيحدث لنا أو معنا في لحظة معينة من كل يوم آت . فالظاهرة العشوائية تعرّف أنها ظاهرة اعتيادية تتميزّ بخاصة كون مشاهدتها المسجل...
	وعلم الاحتمال هو علم دراسة الظواهر العشوائية فكرياً وتحليلياً في جميع مجالات ظهورها. والحساب الاحتمالي هو النظرية التي تشكل النموذج الرياضي للظواهر التي تتصف بالانتظام الإحصائي. وهناك العديد من الأمثلة على الظواهر العشوائية مثل ظاهرة حوادث  السير وظاه...
	إن علم الاحتمال يرتكز على المفاهيم الأساسية الثلاثة الآتية: التجربة – وجبر الحوادث- و حساب الاحتمال.
	2.1.3: التجربة والتجربة العشوائية:

	نواجه في معظم ميادين النشاط العلمي والحياة اليومية تجارب ومشاهدات وظواهر يمكن أن تتكرر عدداً كبيراً من المرات تحت ظروف مشابهة ، وفي كل مرة نهتم  بنتائج هذه التجارب والمشاهدات والتي يمكن أن تكون كمية ، فنسجل نتيجة كل مشاهدة على شكل عدد. أو قد تأخذ شكلا...
	وتعرّف التجربة بأنها كل عملية تؤدي إلى ملاحظة "مشاهدة" أو قياس.
	ويهتم علم الاحتمال بالتجارب العشوائية ، حيث تعرّف التجربة العشوائية بأنها تجربة تتحكم في مشاهداتها المصادفة والتخمين . وهناك أمثلة على التجارب العشوائية منها:
	- إلقاء قطع من النقود أو أحجار النرد وملاحظة النتائج الحاصلة.
	- اختيار عنصر من مجموعة العناصر.
	- قياس درجة الحرارة في مكان وزمان معّين عدة مرات.
	- مراقبة تقلبات الأسعار ومشاهدة تواترات أسعار مادة معينة.
	- توزيع مجموعة من الكرات على مجموعة من الصناديق.
	- سحب ورقة أو عدة أوراق من ورق اللعب (52 ورقة).
	- تواترات المكالمات الهاتفية في ساعة معينة في مركز هاتفي.
	- قياس الطول والوزن لمجموعة من الأشخاص لهم العمر نفسه والجنس نفسه ، إذ نجد هنا الملاحظات على شكل زوج مرتب (Y , X) إذ X يمثل الطول و Y يمثل الوزن.
	- أخذ عينة من الإنتاج اليومي لمصنع من الألمنيوم وقياس القساوة والمقاومة ونسبة الكربون في كل قطعة فعندئذٍ النتائج ستكون على شكل ثلاثيات        (  ,  ZY , X )   على الترتيب.
	- متابعة جنس المولود حديثاً في منطقة معينة فسنحصل على نتيجة وصفية ذكر أو أنثى ، وهنا يمكن أن نعطي النتيجة الرقم (1) إذا كان ذكراً والرقم (0) إذا كان المولود أنثى.
	- ومن خلال الأمثلة السابقة نلحظ أن لكل تجربة مجموعة من النتائج الممكنة التي تحددها طبيعة الدراسة التي تستهدفها التجربة ، إذ سنرمز لمجموعة النتائج بـ Ω ندعوها بفضاء العينة وكل نتيجة ممكنة للتجربة سندعوها بنقطة العينة ولعدد النتائج (عدد نقاط العينة في ف...
	- ونعرف الحادث بأنه مجموعة جزئية من فضاء العينة إذا كانت Ω تمثل مجموعة منتهية. ونسمي الحادث الذي يحوي نقطة واحدة من نقاط العينة الحادث الابتدائي.
	3.1.3: النماذج الأساسية في تحديد فضاء العينة Ω وعدتّه ,𝜴.  :
	1.3.1.3:  بالحساب المباشر:


	- مثال تجربة إلقاء حجر النرد مرة واحدة يكون فضاء العينة
	,1,2,3,4,5,,6..= Ω  و  6  =  ,Ω.
	مثال ولادة طفل: فإذا رمزنا بـ B   للذكر و G  للأنثى فإن ,B,,G..= Ω   و 2 =  ,Ω.
	مثال إلقاء قطعة نقد :فإذا رمزنا بـ T للكتابة وH  للصورة فإن ,T,,H..= Ω و 2 =,𝛀.
	2.3.1.3: باعتماد طرائق العد:

	1-  قاعدة  الـ m X n  : إذا أمكن استكمال مرحلة أولى من عمل معين  بـ m  طريقة، ومن أجل كل من هذه الطرائق أمكن لمرحلة ثانية أن تتم بـ n  طريقة، فالعدد الكلي للأشكال المختلفة لاستكمال العمل بمرحلتين هو m X n   طريقة و يدعى ذلك أيضاً بالمبدأ الأساسي للعد.
	مثال (1.3): يمكن لشخص يعمل في بلد معين أن يصل لأقاربه براً و جواً وبحراً ومن بعد يمكن أن يكمل سفره لأهله براً أو جواً . عندئذ  يمكن لهذا الشخص أن يصل لأهله بعدد من الطرق المختلفة يساوي:
	X 2 = 6  3   =   m X n   =,Ω.
	2- تعميم قاعدة الـ    : m X nيمكن تصميم هذه القاعدة ، وذلك من أجل عمل يتضمنK  من المراحل المتتالية، حيث نفرض أنه يمكن إتمام المرحلة الأولى بـ ,𝑛-1.  طريقة و المرحلة الثانية ,𝑛-2.  طريقة ، .........، والمرحلة الـ K بـ ,𝑛-k.  طريقة ، فيكون عدد الطرائ...
	, 𝑛-1.,× 𝑛-2.×…….. ,𝑛-𝑘.  =,Ω.
	مثال (2.3): بكم طريقة يمكن تصنيف مجموعة من الأشخاص ، وذلك حسب حالتهم المدنية وعددها (3) و حسب مهنهم وعددها (20) وحسب جنسهم وعدده (2) وحسب مكان إقامتهم وعدده (8) وحسب مؤهلهم العلمي وعدده (6) .
	الحل: إن عدد الطرائق المختلفة لتصنيف مجموعة هذه الأشخاص يكون:
	,Ω.=3×20×2×8×6=5760
	3- حالة خاصة: إذا كان لدينا تجربة مجموعة نتائجها ,𝛺-1. وعدتها N  ، وكررنا هذه  التجربة n  مرة وبشكل مستقل في كل مرة عن المرات الأخرى. عندئذ عدّة فضاء العينة الناتج يكون:
	,Ω.= ,,Ω-1.., -n .= ,𝑁-𝑛.
	مثال (3.3 ): تجربة دراسة توزع الذكور لدى أسرة تملك ثلاثة أطفال.
	لدينا هنا : ,Ω.= ,2-3  .=8 وفضاء العينة يكون:
	Ω={BBB, BBG, BGB, GBB, GGB, GBG, BGG, GGG}
	ملاحظة: في حالة تجربة ثنائية (لها ناتجان فقط) وكررنا وبشكل مستقل هذه التجربة n  مرة وبفرض Ω  فضاء العينة لكل النتائج الممكنة عندئذ: ,Ω.= ,2-𝑛  .
	4-  العينات المرتبة : إذا كانت A  مجموعة غير خالية من العناصر المتمايزة وكان r ∈ ,I𝑁-∗.  فإن كل عنصر (  ,X-1., ,X-2., ……, ,X-r. ) من ,A-r. يدعى في مفهوم علم الاحتمال والاحصاء بعينة مرتبة من الحجم r  مأخوذة من المجموعة  A  ويكون عدد العينات المرتبة هذ...
	- في حالة ,A.=n والسحب r  مرة متتالية مع الإعادة  (أي يعاد العنصر الذي يتم سحبه):
	,Ω.=  ,,𝐴.-𝑟   .=,𝑛-𝑟.
	في حالة ,A.=n  والسحبr  مرة متتالية ( r≤n ) بدون إعادة ( أي يحتفظ بالعنصر الذي يتم سحبه):
	,Ω.= n(n-1) (n-2)……… (n-r+2) (n-r+1)= ,𝑛!-(𝑛−𝑟)!. = ,𝑃-𝑟-𝑛.
	والعناصر هنا تكون مختلفة ،  وندعوه نسقاً من الحجم r  مأخوذاً من A  حيث :
	r≤,A. و ,Ω. أعلاه يكون عدد الأنساق من الحجم  r والممكن تشكيلها من A.
	 المتبادلات: يدعى ترتيب r من الأشياء المتمايزة (متبادلة). إذ نفرض أنه لديناn  شيء متمايز ونريد اختيار r  شيئاً منها (r≤n) تم ترتيبها في متبادلة فعندئذ يكون عدد الطرائق المختلفة للقيام بهذا الترتيب هو :
	,𝑃-𝑟-𝑛.= n(n-1) (n-2)……… (n-r+2) (n-r+1)= ,𝑛!-(𝑛−𝑟)!.             , (r≤n )
	وعندما يكون    r=n أي نريد ترتيب عناصر المجموعة بأكملها فإن عدد الطرائق المختلفة لإنجاز ذلك: ,𝑃-𝑟-𝑛.= n(n-1) (n-2)………3.2.1= 𝑛! .
	مثال ( 4.3 ):  بكم طريقة يمكن أن نوزع n  كرة على n  صندوق؟
	الحل:
	=,𝑛-𝑛. ,Ω.
	مثال(5.3 ):
	لدينا مرجع مؤلف من ستة أجزاء نريد ترتيبه على أحد رفوف مكتبة لدينا.
	ولكن لا يتوفر لنا سوى أربعة أماكن. فبكم طريقة مختلفة يمكننا شغل هذه الأماكن
	الأربعة المتوفرة . بأربعة أجزاء نختارها من الأجزاء الستة؟
	الحل:
	إن عدد الطرائق المختلفة لشغل الأماكن الأربعة هو عدد متبادلات لستة أشياء مأخوذ أربعة منها في وقت واحد أي ,𝑃-4-6. ومنه :
	,𝑃-4-6.= ,6!-(6−4)!.= ,6𝑋5𝑋4𝑋3𝑋2!-2!.=360
	 المتوافقات:  إن العديد من المواقف في العد تقتضي ألا نأخذ ترتيب العناصر في الأنساق . فإذا كان لدينا مجموعة A  من العناصر المتمايزة عدتها n  وأردنا اختيار مجموعة جزئية مؤلفة من  r  عنصراً (r≤n) ، فنقول عندئذ إن ذلك يدعى بمتوافقة حجمها r  مأخوذة من  A ...
	,𝐶-𝑟-𝑛.=,,n-r..= ,𝑛!-𝑟!(𝑛−𝑟)!.
	ملاحظات :
	1. اصطلاحاً نضع : 0! =1 ، كما يكون  1! =1
	2. بسهولة نجد :  ,,n-0..=1; ,,n-n..=1
	,,n-1..=𝑛 ; ,,n-n−1..=n
	مثال (6.3):
	إن عدد طرائق اختيار ثلاثة كتب من 7 كتب لترتيبها على رف يكون:
	,C-r-n.=,C-3-7.=,7!-3!(7−3)!.=,7X6X5X4!-,3X2.(4!). = 35
	أي في هذا المثال يهمنا الكتب التي تم اختيارها ولا تهمنا طريقة الترتيب على الرف.
	 نموذج أساسي مع مثال: توزيع r  كرة (متمايزة أو غير متمايزة) على n   صندوقاً:
	إن توزيع  r  كرة متمايزة على  n  صندوقاً يعطى بـ :
	,Ω.=,n-r.=n Xn…….Xn
	ملاحظة: يعود لنموذج توزيع r كرة متمايزة على n صندوقاً، العديد من التجارب العشوائية ومنها مثلاً: توزيع أيام الميلاد لمجموعة من الأشخاص عددها r  على أيام السنة  n=365.
	- دراسة توزيع مجموعة من حوادث السير r  على أيام الأسبوع n=7 .
	- تصنيف مجموعة من الأشخاص r  وفقاً للعمر والمهنة والجنس .
	- توزيع حبيبات الضوء على خلايا الشبكية.
	- توزيع الأخطاء المطبعية على صفحات كتاب معين .... إلخ.
	في حالة كون الكرات غير متمايزة  فإن عدد الطرق المختلفة لتوزيع r كرة غير متمايزة على n صندوقاً يعطى بالعلاقة الآتية:    ,Ω.=,,n+r−1-r..
	4.1.3 الجبر والجبر التام وبعض الخواص:
	تعريف :إذا كانت Ω  مجموعة مفروضة ، وكان F صفاً غير خال من أجزاء Ω أي 𝐹⊆𝑃(Ω) نقول عن F  إنه جبر على Ω إذا تحققت الشروط الآتية:
	Ω∊ 𝐹  ;    2) A∊ 𝐹⇒,A.∈𝐹   ;    3) A, B ∊ 𝐹  ⇒  A⋃B ∊𝐹 1)
	تعريف:  إذا كان F جبراً على Ω وحقق F الشرط التالي ( مغلق بالنسبة للاتحاد المعدود):
	,𝐴-1., ,𝐴-2.,…….,,𝐴-n.,….. ∊𝐹  ⇒   ,i≥1-,A-i .. ∊ 𝐹
	عندئذ نقول إن F يشكل جبراً تاماً أو σ- جبر على Ω
	نتائج :
	1) إذا كان F  جبراً على Ω فإن :
	1 .    F  ∈  Ø .
	2  .  A\B ∈ F               A, B ∈ F  (مغلق بالنسبة للفرق).
	3 . B ∈ F      A,B   ∈  F               A   ( مغلق بالنسبة للفرق التناظري).
	F     . 4   مغلق النسبة للاتحاد المنتهي.
	F     . 5  مغلق بالنسبة للتقاطع المنتهي.
	6 .   تقاطع الجبور هو جبر.
	2) إذا كانت F  حبراً تاماً على Ω  فإنه بالإضافة للنتائج السابقة نجد أن :
	F   . 1 مغلق بالنسبة للتقاطع المعدود.
	2.   كل جبر تام هو جبر والعكس غير صحيح.
	. 3كل جبر منته هو جبر تام.
	4.   تقاطع الجبور التامة هو جبر تام.
	3) إذا كانF  صفا غير خال من أجزاء Ω ، فإنه يوجد جبر (جبر تام):𝐹) ) σ يحوي F   و محتوى في أي جبر (جبر تام) يحوي F  .
	تعريف: إن الجبر ( الجبر التام)  (F) σهو الجبر الذي يولده F  (أو الجبر التام الذي يولده 𝐹) .
	تعريف: إن الجبر التام الذي يولده صف المجالات المحدودة على R  يدعى جبر بوريل ونرمز له بـ ,𝑅-1. وكل مجموعة منتمية إلى ,𝑅-1. تدعى مجموعة بوريلية. وبالطريقة نفسها نعرف جبر بوريل ,𝑅-n.  و مجموعاتها البوريلية ونرمز له بـ ,𝑅-𝑛. .
	ملاحظة :
	يؤدّي جبر بوريل دوراً أساسياً في نظرية الاحتمالات ؛ لأن الدراسات العددية فيها تستخدم المجالات أساساً لها.
	أمثلة :
	- P=(Ω) هو جبر وجبر تام على Ω  .
	- F ={ Ø,Ω} هو جبر وجبر تام على  Ω
	- المجالات المفتوحة من R ليست جبراً ولا جبراً  تاماً على Ω.
	- إذا كانت :      Ω={1,2,3,4} وأخذنا الصف :
	F={Ø ,,1.,,4.,,2,3.,,1,4.,,1,2,3.,,2,3,4., {1,2,3,4}}
	Ω لأنه يحقق الشروط الأربعة في التعريف هو جبر تام على F .
	تعريف:
	إذا كانت Ω مجموعة غير خالية و  F جبراً تاماً من أجزائها فإن الثنائية
	(, FΩ) تدعى فضاءً قيوساً. وندعو كل عنصر من عناصر F مجموعة قيوسة.
	نتيجة: إن Ω ,  Ø مجموعات قيوسة.
	تعريف: ليكن (, FΩ) فضاءً قيوساً، نقول عن دالة  F→,,𝑅-+..: μ : إِنها تمثل قياساً على F إذا حققت ما يأتي:
	1) μ (Ø)= 0
	2)  ∀,𝐴-1.,,𝐴-2.……..,𝐴-𝑖. ∈𝑭  ; ,∀-𝒊 .≠𝑗: ,𝐴-𝑖.∩ ,𝐴-𝑗. =𝛷 :           μ, ,i=1-∞ -,𝑨-𝒊...=,i=1-∞-μ(,𝐴-𝑖.).
	تعريف: ندعو الثلاثية (μ,   F , Ω) بفضاء القياس μ.
	5 .1.3 جبر الأحداث:

	1) تعريف :  إذا كانت Ω مجموعة نتائج تجربة مفروضة وكانت Ω منهية أو معدودة. فإن أي مجموعة جزئية B  من Ω تدعى حدثاً متعلقاً بهذه التجربة.
	2) نتيجة: إن مجموعة الأحداث المتعلقة بالتجربة تكون  𝑃 (Ω)وهي كما نعلم جبر تام مغلقة جبرياً بالنسبة للعمليات المنطقية المنتهية أو المعدودة.
	3) حالة عامة: إذا كانت Ω غير منتهية وغير معدودة فإننا تقبل الأحداث المتعلقة بالتجربة تشكل جبراً تاماً على Ω ونرمز له بـ F ، ونسميه جبر الأحداث، وليس من الضروري أن يساوي .𝑃 ,Ω.
	4) مسلمات احتمالية: من أجل Ω مجموعة نتائج تجربة عشوائية فإن قولنا A  حدث متعلق بالتجربة Ω يكافئ  قولنا إنA  ∈𝐹  حيث F جبر الأحداث على Ω.
	وكذلك من أجل A ∈F  يكون لدينا : (ω∈A  ⇐  الحدث A  قد وقع ) وقولنا (ω ∉A  ⇐ الحدث A  لم يقع).
	ونذكر بأن المجموعات الجزئية الأحادية من Ω هي أحداث ، وتدعى بالأحداث الابتدائية.
	5) نتيجة: إن تطبيق العمليات المنطقية على جبر الأحداث يعطي أحداثا؛ لأن جبر الأحداث هو جبر تام ، والجبر التام مغلق بالنسبة للعمليات المنطقية.
	6) بعض الحوادث الشهيرة: ليكن لدينا الفضاء المقيس (,FΩ) .
	الأحداث الشهيرة هي:
	- الحدث الأكيد: وهو Ω.
	- الحدث المستحيل: وهو Ø.
	- اتحاد الأحداث: من أجل أي حدثين A,B  من F فإن  A ∪𝐵∈𝐹  ( لأن 𝐹 جبر تام ) و A ∪𝐵.
	عندئذ هو حدث يقع إذا وقع أحد الحدثين A  أو  B  على الأقل.
	ومن أجل متتالية معدودة من الأحداث ,𝐴-1.,,𝐴-2.…. .,𝐴-𝑛.  من F فإن :
	,𝑖≥1-,A-i.. ∈ 𝐹  (لأن𝐹  جبر تام ) ومنه  ,𝑖≥1-,A-i.. هو حدث يقع إذا وقع أحد الأحداث ,A-i. ,  i ≥1  على الأقل.
	- تقاطع الأحداث: من أجل A,B  من 𝐹 فإن A ∩𝐵∈𝐹 ( لأن 𝐹 جبر فهو مغلق بالنسبة للتقاطع المنتهي) ، ومنه A ∩𝐵 هو حدث يقع إذا وقع A و B معاً وبآن واحد .
	وكذلك من أجل متتالية معدودة من الأحداث  ,(,𝐴-𝑖.)-i≥1. فإن
	∈𝐹   ,𝑖≥1- , A-i..( لأن كل جبر تام فهو مغلق بالنسبة للتقاطع المعدود) . ومِنْ ثَمَّ  ,𝑖≥1- , A-i.. هو حدث يقع إذا وقعت الأحداث ,(,𝐴-i.)-i≥1.  معاً بآن واحد .
	- الأحداث المتنافية: نقول عن الحدثين A,B من 𝐹 : إِنهما متنافيان إذا كان A∩𝐵=Ø  ( أي لا يمكن وقوعهما بآن واحد).
	- نتيجة: من أجل متتالية من الأحداث من 𝐹  والمتنافية مثنى مثنى ,(,𝐴-𝑖.)-i≥1.  أي:
	,∀-𝑖,𝑗.   :i≠j : , A-i.∩ , A-i.= Φ ;i;j=1 ,2 ,…..
	,,𝑖≥1-,𝐴-𝑖...=,,𝑨-𝟏..+,,𝑨-𝟐..+ ………+,,𝑨-𝒏..+…..
	- فرق حدثين : من أجل A,B من F  فإن ∈F    A-B( لأن F  جبر ) ومِنْ ثَمَّ  A-B هو حدث يقع إذا وقع A ولم يقع B أي إِن A-B  = A ∩,𝐵.   .
	- الأحداث المتعاكسة: من أجل A  من F فإن,A.∈F   حيث ,A.  يدعى بالحدث المعاكس لـ A  أو الحدث المتمم لـ A بالنسبة لـ Ω و ,A. يقع إذا لم يقع  A ومنه  Ø  = A ∩,A. أي أن A , ,A. حدثان متنافيان .
	- الاحتواء: من أجل A,B من 𝐹  وA⊆𝐵   فهذا يعني أنه إذا وقع A يقع 𝐵، ولكن العكس ليس من الضروري أن يكون صحيحاً.
	- نتائج:
	1. الحدث المستحيل Ø في أي تجربة يتنافى مع كل حدث آخر.
	2. الأحداث الابتدائية في تجربة هي أحداث نافية لبعضها بعضاً لدى اختلافها.
	مبرهنة (1.3 ):( بدون إثبات):

	كل حدث من جبر الأحداث مؤلف من عدد منته من العناصر يمكن وضعه بشكل وحيد كاتحاد لأحداث الابتدائية.
	مبرهنة (2.3 ): ( بدون إثبات):

	عدد الحوادث من جبر أحداث منته هو دوماً من شكل قوى للعدد 2.
	6.1.3 : التعاريف الأساسية للاحتمال
	1.6.1.3التعريف التقليدي للاحتمال:
	إذا كنا حيال تجربة مجموعة نتائجها منتهية أي إِن :
	= { ,𝑤-1.,,𝑤-2.….,,𝑤-𝑛.}Ω ، فيكون عندئذ F=𝑃(Ω)  هو جبر الأحداث، وإذا كنا لا نملك أي مسوِّغ لترجيح وقوع حدث ابتدائي على وقوع حدث ابتدائي آخر فإننا نعرف 𝑃(A) حيث (𝐹 A ∈)  باحتمال وقوع الحدث A  وبالشكل الآتي:
	𝑃,𝐴.=,,𝐴.-,Ω..= ,𝑨 عناصر  عدد -𝑨Ω عناصر  عدد .
	فمن أجل    ,A.=K  حيث:  n   K≤    نجد أن :      𝑃,𝐴.=,𝐾-𝑛.
	2.6.1.3 التعريف الإحصائي للاحتمال :
	لتكن Ω فضاء عينة لتجربة عشوائية ، ولنفترض أننا كررنا هذه التجربة n  مرة (حيث n  كبيرة كبراً كافياً). وليكن A حدثاً متعلقاً بهذه التجربة ، وكان n(A)  عدد المرات التي يقع بها الحدث A ، وليكن  ,𝑉-n.(A) = ,𝑛(𝐴)-𝑛.  يمثل التكرار النسبي لوقوع الحدث A . ...
	3.6.1.3التعريف الرياضي للاحتمال (تعريف كولموغوروف):
	لتكن Ω تمثل مجموعة نتائج تجربة عشوائية و F جبر الأحداث المعرف عليها ولتعرف الدالة:
	𝑃: 𝐹 →𝑅 كما يأتي:
	𝑃,𝐴.≥0      .1  : ∀  𝐴 ∈𝐹
	𝑃,𝛺.=1      .2
	3.   من أجل متتالية معدودة من الحوادث المتنافية مثنى مثنى من 𝐹 :
	....  ,𝐴-1.,,𝐴-2.….,,𝐴-𝑛. يكون:  = ,𝑛≥1-𝑃,,𝐴-𝑛..  . 𝑃,,𝑛≥1-,𝐴-𝑛...
	عندئذ ندعو𝑃  بأنه دالة احتمالية أو احتمال بشكل مختزل ، ويكون P,A. هو احتمال وقوع الحادث A من F فيΩ  . وهذا التعريف يدعى بتعريف كولموغوروف للاحتمال.
	تعريف:
	ندعو الثلاثية (Ω,F,P)  بالفضاء الاحتمالي إذ Ω تمثل فضاء العينة و F جبر الأحداث على Ω و P قياس احتمال معرف حسب كولموغوروف.
	وندعو هذا الفضاء بالفضاء الاحتمالي المنفصل، إذا كانت مجموعة الأحداث الابتدائية للتجربة فيه منتهية أو معدودة. ويكون فضاء مستمراً إذا كانت مجموعة الأحداث الابتدائية في فضاء العينة غير منتهية وغير معدودة.
	مثال (7.3) : يتسابق في الجري ثلاثة أشخاص A, B, C فإذا كان احتمال فوز C هو ضعف احتمال فوز(A) ، واحتمال فوز A هو ثلاثة أضعاف احتمال فوز B. والمطلوب: عين احتمال فوز كل منهم ، ثم عين احتمال فوز B أو C علماً بأن هناك فائزاً واحداً فقط.
	الحل: ليكن احتمال فوز B يمثل K  فاحتمال فوز A  هو3K  واحتمال فوز C هو 2(3K) ، أي 6K وبما أن A, B, C تشكل تجزئة لـ Ω فإن:
	𝑃,𝐴.+𝑃,𝐵.+𝑃,𝐶.=𝑃,Ω.,,, ...3𝐾+𝐾+6𝐾=1,, ..10𝐾=1 ,, ..𝐾=,1-10.
	ومنه:   𝑃,𝐴.=3𝑘=,3-10 .;𝑃,𝐵.=𝐾=,1-10. ;𝑃,𝐶.=6𝐾=,6-10.
	ويكون احتمال فوز B أو C أي:
	𝑃,𝐵∪𝐶.=𝑃,𝐵.+𝑃,𝐶.= ,1-10.+,6-10.=,7-10.
	(لأن B, C متنافيان لأنَّ لدينا فائزاً واحداً).
	مثال (8.3):
	لدينا 5 بذور، اثنتان منها تنتجان زهوراً حمراء ، نرمز لها بـ R1, R2 واثنتان منها تنتجان زهوراً بيضاء ، ونرمز لها بـ W1, W2 ، وواحدة منها تنتج زهوراً صفراء، ونرمز لها بـ y. خلطنا هذه البذور جيداً واخترنا منها عشوائياً بذرتين. فما احتمال أن تنتجا زهوراً ...
	الحل:
	يمكننا تمثيل نتائج هذه التجربة بالشكل الآتي:
	يلحظ أن مقدار فضاء العينة (مجموعة نتائج التجربة )  ,Ω. = 20
	وليكن A حادثة الحصول على زهور من اللون نفسه
	𝑃,𝐴.=,,𝐴.-,Ω..=,4-20.=0.2
	وليكن B حادثة الحصول على زهور من لونين مختلفين
	𝑃,𝐵.=,,𝐵.-,Ω..=,16-20.=0.8
	أو      P(B) = 1 – P(A) = 1 - 0.2 =0.8 .
	7.1.3الخصائص الرئيسية العامة للاحتمال:
	.1 خصائص مباشرة: ليكن (Ω,F,P) فضاء احتمالياً، ولنفرض أن جميع المجموعات الواردة هي أحداث (عناصر من F):
	من أجل أي A ∈F ,  B      ,    Ω = A∪,A.  لدينا:
	B=B∩Ω=B∩,A ∪, A..=,B∩A.∪(B∩,A.)  ( وهما حدثان متنافيان عندئذ ):
	خاصة (1):
	,, ..𝑃,𝐵.=𝑃,𝐴∩𝐵.+𝑃(,𝐴.∩𝐵)
	وبالمثل من أجل B,∪B .=Ω
	خاصة (2):               P(A)=P(A∩B)+P(A∩,B ).
	وبوضع  Ω=B  في الخاصة (1) نجد:
	P,Ω.=P,A∩Ω.+P,,A.∩Ω.,,  .. 1=P,A.+P(,A.)
	خاصة (3) :
	P,A.+P(,A.)=1  ;   P,A.=1−P(,A).    ,, ..
	وفي الخاصة (3) بوضع  𝐴=∅  نجد:
	خاصة(4):
	𝑃,∅.=0            ,, ..     𝑃,∅.+𝑃,Ω.=1 ,, ..    𝑃,∅.+1=1
	وإذا كان A⊆B   فإن الخاصة (1) تصبح من الشكل:
	خاصة (5):
	P,B.=P,A∩B.+P(,,A.∩B)=P(A) +P(B\A),,,....
	P(B−A)=P,B.−P(A)
	خاصة (6):          P,B.≥P,A.
	ومن أجل أي  ∅ ⊆ A ⊆ Ω  وحسب الخاصة (6) نجد:
	خاصة (7):
	0≤P(A)≤1      P(∅)≤P(A)≤P,Ω.,, ..
	ومن أجل متتالية معدودة من الحوادث A1,A2,……….,An….. من F وحسب دومرغان:
	,,,i≥-,A-i...-′.=,i≥1-,,A-i...
	نجد من الخاصة (3):
	خاصة (8) :
	P,,i≥1-,A-i...=1−P,,,i≥1-,A-i...-′. ,, ..
	ومن أجل أي حادثتين A, B منF  وكان 𝐴∩𝐵 ≠ ∅   (غير متنافيتين) وكون:
	𝐴∪𝐵=𝐴∪,𝐵\,𝐴∩𝐵..,, ..𝑃,𝐴∪𝐵.=𝑃,𝐴.+𝑃,𝐵\,𝐴∩𝐵..
	وكون  A∩B⊆B فحسب الخاصة (5) نجد:
	خاصة (9)    P,A∪B.=P,A.+P,B.−P(A∩B)
	مثال (9.3 ):
	قذفنا ثلاثة أحجار نرد، وبمعرفة أنه لا يمكن لحجرين أن يعطيا القيمة العددية نفسها، عين احتمال الحصول على الوجه واحد.
	الحل:
	لتكن A حادثة الحصول على الوجه واحد.
	فتكون A' حادثة عدم الحصول على الوجه واحد من أي حجر.
	=5×4×3=60  ,A.         ;       ,Ω.=6×5×4=120
	𝑃,𝐴.=1−𝑃,,𝐴..=1−,60-120.=0.5
	مثال ( 10.3):
	يرغب طالب في دراسة الطب، فبعد أن رفض طلبه في جميع الكليات في بلده، لجأ للمراسلة مع دول خارجية ، وذلك بمساعدة مؤسستين للمراسلة، بقصد تحصيل قبول في إحدى الدول عن طريقها ، وهي y, x فإذا كان احتمال أن يحصل على قبول عن طريق x هو (0.7)، واحتمال أن يحصل على ...
	الحل:
	لتكن الحادثة A حادثة حصول الطالب على قبول عن طريق المؤسسة x
	ولتكن الحادثة B حادثة حصول الطالب على قبول عن طريق المؤسسة y.
	ولدينا : P(A)=0.7      ,P(B)=0.4           , 𝑃,,A.∪,B..=0.75
	والحادث المطلوب A∪B  حيث A, B  غير متنافيين، فعندئذ:
	P,A∪B.=P,A.+P,B.−P,A∩B.
	=P,A.+P,B.−,1−P,,A∩B.-′..
	=P,A.+P,B.−1+P,,A-′.∪,B-′..
	=0.7+0.4−1+0.75  =0.85
	 تعميم حساب احتمال اتحاد عدة حوادث:
	من أجل ثلاث حوادث A1, A2,A3  غير متنافية من  F يكون:
	P,,A-1.∪,A-2.∪,A-3..=P,,A-1..+P,,A-2..+P,,A-3.. −P,,A-1.∩,A-2..
	−P,,A-1.∩,A-3..−P,,A-2.∩,A-3..+P,,A-1.∩,A-2.∩,A-3..
	مثال (11.3 ):
	مؤسسة تجارية تستخدم عمالاً من المدينة ومن خارجها. فإذا كان60%  من العمال إناثاً و 30% من العمال من المدينة، وواحد من العمال من كل أربعة عمال هو من الذكور ومن المدينة. عين نسبة الإناث العاملات من خارج المدينة في هذه المؤسسة.
	الحل :
	ليكن F حادثة كون العمال الإناث ، فيكون P,F.=0.60 .
	وليكن M حادثة كون العمال من الذكور، فيكون
	P,M.=1−P,F.=0.40  .
	وليكن C حادثة كون العمال من المدينة، فيكون P,C.=0.30  .
	وليكن B حادثة كون العمال من خارج المدينة، فيكون
	P,B.=1−P,C.=0.70  .
	كون ,C.=B
	ولدينا P,M∩C.=0.25  والمطلوب حساب P,F∩B . ؟
	P,F.=P,F∩C.+P,F∩B. ,, ..
	P,F∩B.=P,F.−P,F∩C.
	=P,F.−,P,C.−P,M∩C..
	=P,F.−P,C.+P,M∩C.
	=0.60−0.30+0.25=0.55
	المحاضرة الرابعة
	(𝟐.3الاحتمال الشرطي والاستقلال العشوائي

	1.2.3: مقدمة وتعريف:
	إذا نظرنا إلى السماء في يوم من الأيام ووجدناها ملبدة بالغيوم، فهذا يعني أن احتمال هطول المطر أقوى مما لو وجدناها خالية من الغيوم. فإذا رمزنا لحادثة هطول المطر بـA  وحادثة كون السماء ملبدة بالغيوم بـ B فإننا نرمز لـ
	P,A/B. باحتمال A علماً بأن   Bقد وقعت أي احتمال هطول المطر علماً بأن السماء ملبدة بالغيوم ومِنْ ثَمَّ سيكون P,A/B. أكبر من P(A) وهو أكبر أيضاً من P,A/B′. . وهذا المثال يوضح بأن هناك حوادث قد تكون على صلة بعضها ببعض، أي وقوع حادثة قد يؤثر زيادةً أو نقص...
	ولو وجدنا أن وقوع حادثة B لا يؤثر بزيادة أو نقصان في احتمال وقوع A أي:   P,A/B′.=P,A.، نستنتج بلا شك أن لا صلة للحادثتين بعضها ببعض من الناحية الاحتمالية، أو أنهما مستقلان احتمالياً.
	ومِنْ ثَمَّ إذا كان لدينا (Ω, F, P) فضاءً احتمالياً ، وكان A, B حدثين من F ، وإذا علمنا أن P,B.>0  فإننا نعرّف الاحتمال الشرطي لوقوع  A علماً بأن B قد وقع بـ :
	إذ نرمز أيضاً بـ ,,P-B.,A.=P,A/B..     ؛
	P,A/B.=,P,A∩B.-P,B..  ; P,B.>0
	وبالمثل:
	حيث: ,,P-A.,B.=P,B/A.. ;    P,A.>0  ;     P,B/A.=,P,A∩B.-P,A..
	نتائج:
	1) إذا كان (Ω, F, P) فضاءً احتمالياً، فإنه بمعرفتنا بوقوع الحدث A يعني أننا سنتعامل مع الفضاء الاحتمالي الشرطي (Ω, F, PA) .
	(2  PA هو احتمال فعلي ( يحقق التعريف الرياضي للاحتمال ) ، فهذا يعني أن كل الخواص التي رأيناها في الجزء الأول للاحتمال صالحة في حالة الاحتمال الشرطي.
	2.2.3: قاعدة الاحتمال المركب:
	من تعريف الاحتمال الشرطي رأينا أن :
	,P-A.,B.=P,A/B.=,P,A∩B.-P,A..  ;  P,A/B.=,P,A∩B.-P,B..
	,, .. P,A∩B.=P,A..P,B/A.=P,B..P,A/B.
	وهذه تدعى بقاعدة الاحتمال المركب.
	ويمكننا ببساطة تعميم هذه القاعدة من A1, A2,…..An  متتالية من الأحداث:
	P,,i=1-n-,A-i...=  P,,A-1...P,,A-2./,A-1...P,,A-3./,A-1.∩,A-2..…. P,,,A-n.-,i=1-n−1-,A-i....
	مثال (12.3):
	تم تصنيف 100 شخص حسب الجنس (ذكر أم أنثى) ووفقاً للإصابة بمرض معين (مصاب أو غير مصاب) وكانت النتيجة كالآتي:
	اختير عشوائياً شخصٌ من مجموعة الأشخاص والمطلوب :
	1. احسب احتمال أن يكون الشخص مصاباً علماً بأنه كان ذكراً.
	2. احسب احتمال أن يكون ذكراً علماً بأنه كان مصاباً بالمرض.
	الحل:
	ليكن A حادثة كون الشخص مصاباً بالمرض.
	و   B  حادثة كون الشخص ذكراً.
	1. الحادث المطلوب
	P,A/B.=,P,A∩B.-P,B..=,,A∩B.-,B..=,10-40.=0.25
	.2الحادث المطلوب
	P,B/A.=,P,A∩B.-P,A..=,,A∩B.-,A..=,10-25. =0.40
	مثال(13.3):
	رجل وزوجته بلغا من العمر نحو السبعين عاماً، وبلغ بهما المرض أشده، فإذا كان احتمال وفاة الرجل خلال عام هو 0.30 واحتمال وفاة المرأة خلال العام نفسه هو 0.45. فإذا حصل وفاة خلال العام، فما احتمال أن يكون المتوفى هو الرجل؟ وما احتمال أن يكون المتوفَّى هو ا...
	الحل:
	لتكن A  حادثة وفاة الرجل خلال العام.
	و   B حادثة وفاة المرأة خلال العام.
	و C  حادثة وفاة خلال العام.
	1)      P,A/C.=,P,A∩C.-P,C..=,P,A.-P,A∪B..
	=,P,A.-P,A.+P,B.−P,A∩B..=,0.30-0.30+0.45.=,0.30-0.75.=0.4
	2)
	P,B/C.=,P,B∩C.-P,C..=,P,B.-P,C..=,0.45-0. 75.=0.6
	3.2.3تعريف التجزئة:
	ليكن (, F, PΩ) فضاءً احتمالياً، ولتكن ,,,A-i..-𝑖≥1 . متتالية من الحوادث كلها من F. نقول عن ,,,A-𝑖..-𝑖≥1 .  إنها تشكل تجزئة للحدث الأكيد Ω إذا حققت الشروط الآتية:
	1) Ω=,𝑖≥1-,A-𝑖                                                                                                 ..
	(2                           ,𝐴-𝑖.∩,A-j.=∅ :  𝑖≠𝑗   ;    ,∀-i,j.≥1
	1.3.2.3نتائج:
	1)  إذا كانت الأحداث ,,,𝐴-𝑖..-𝑖≥1 . تشكل تجزئة للحدث الأكيد Ω ، فعندئذٍ (كون ,,,A-𝑖..-𝑖≥1 . متنافية مثنى مثنى )
	P,Ω.=P,,i≥1-,A-i...=,i≥1-P,,A-i...=1 وهذه تدعى بقاعدة الاحتمال الكلي.
	2) إن أي تجزئة للحدث الأكيد Ω تؤدي إلى تجزئة لأي حدث متعلق بالتجزئة نفسها. فإذا كانت الأحداث,,,𝐴-𝑖..-𝑖≥1 .  تجزئة لـ Ω وكان B حدثاً متعلقاً بها فإن:
	B=B∩Ω=B∩,,i≥1-,A-i...=,i≥1-,B∩,A-i...
	وكون  ,,,A-𝑖..-𝑖≥1 . متنافية مثنى مثنى فإن الأجزاء منها ,,B∩,A-i..-i≥1 . تكون متنافية مثنى مثنى أيضاً ومنه:
	P,B.=P,,i≥1-,B∩,A-i....=,i≥1-P,B∩,A-i...
	ومِنْ ثَمَّ  ,,B∩,A-i..-i≥1. تشكل تجزئة للحادث B المرتبط ب Ω.
	2.3.2.3دستور بايز:
	لتكن,,,A-𝑖..-𝑖≥1 . تجزئة ل Ω في الفضاء الاحتمالي (Ω, F, P) وليكن B حادثاً مرتبطاً بهذه التجربة. فإن دستور بايز ينص على:
	P,,,A-i.-B..=,P,,A-i...P,,B-,A-i...-,i≥1-P,,A-i...P,,B-,A-i.....     ∀ i=1,2,3,…
	إن هذا الدستور يدعى بدستور بايز أو احتمال السبب ، أي إِنه إذا وقع الحادث B فما هو احتمال أن يكون الجزء ,,A-𝑖.. ( من التجزئة ,,,A-𝑖..-𝑖≥1 .) هو السبب في وقوعه، ومِنْ ثَمَّ الأحداث ,,,A-𝑖..-𝑖≥1 . تؤدِّي دور العوامل المسببة لوقوع الحدث B وغيره من ال...
	الإثبات من: ( (3.2.3رأينا أن:(حسب قاعدة الاحتمال المركب)
	P,B.=,i≥1-P,,A-i.∩B.=,i≥1-P,,A-i...P,,B-,A-i .....
	ومن تعريف الاحتمال الشرطي نجد:
	P,,,A-i.-B..=,P,,A-i.∩B.-P,B..=,P,,A-i...P,,B-,A-i...-,i≥1-P,,A-i...P,,B-,A-i.....
	𝑖 =1,2,…..
	مثال(14.3 ):
	لدى شخص 500 جهاز إرسال تحوي 10 عاطلة عن العمل، بدأ يفحص الأجهزة، جهازاً فجهازاً، عين احتمال أن يجد الشخص ثلاثة أجهزة صالحة للعمل ثم يليها جهاز عاطل عن العمل.
	الحل:
	لتكن Ei  حادثة الحصول على جهاز عاطل عن العمل
	𝑖=1, 2, 3, 4 والحاث المطلوب  ,,𝐸.-1.∩,,𝐸.-2.∩,,𝐸.-3.∩,𝐸-4. فحسب قاعدة الاحتمال المركب:
	P,,,E.-1.∩,,E.-2.∩,,E.-3.∩,E-4..=P,,,E.-1...P,,,,E-2..-,,E-1.....P,,,,E-3..-,,E.-1.∩,,E.-2....P,,,E-4.-,,E.-1.∩,,E.-2.∩,,E.-3...
	=,490-500.×,489-499.×,488-498.×,10-497.=0.019
	مثال(15.3):
	مصنع للأدوية فيه ثلاثة خطوط إنتاج ؛ إذ إِنَّ الخط الأول A1  يسهم بـ 30% من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  1% معيب الصنع، والخط الثاني A2 يسهم بـ 36% من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 2% معيب الصنع، والخط الثالث A3 يسهم بـ 34% من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه...
	والمطلوب:
	1. احسب احتمال أن تكون العبوة المختارة معيبة الصنع.
	2. إذا كانت العبوة المختارة معيبة الصنع فما  احتمال أن تكون من إنتاج الخط الثالث؟
	الحل:
	ليكن B حادثة كون العبوة المختارة معيبة الصنع.
	ويمكننا وصف التجربة بالمخطط الآتي:
	يلحظ أن A1, A2, A3 تشكل تجزئة ل Ω (فضاء العينة) لأنه
	P,,A-1..+P,,A-2..+P,,A-3..=0.30+0.36+0.34=1
	1) الحادث المطلوب  P(B):
	P,B.=P,,A-1...P,,B-,A-1...+P,,A-2...P,,B-,A-2...+P,,A-3...P,,B-,A-3...
	=,0.30..,0.01.+,0.36..,0.02.+,0.34..,0.02.=0.017
	2) هنا لدينا قانون بايز (احتمال السبب)
	أي إذا وقع B فما هو احتمال أن يكون الخط الثالث هو السبب في وقوعه.
	𝑃,,,𝐴-3.-𝐵..=,𝑃,,𝐴-3...𝑃,,𝐵-,𝐴-3...-𝑃,𝐵..=,,0.34..,0.02.-0.017.=,0.0068-0.017.=0.40
	مثال(17.3):
	في مجتمع من البالغين تبلغ نسبة الإصابة بمرض السكري 0.08 ، واحتمال أن يقرر طبيب معين إصابة شخص بهذا المرض، علماً أنه مريض بالفعل هو 0.95 واحتمال أن يقرر إصابته علماً أنه غير مصاب هو 0.02 ، ما احتمال أن يكون شخص بالغ مريضاً بالسكري علماً بأن الطبيب أبلغ...
	الحل:
	هنا نتعرف أولاً حوادث التجزئة ، أي الأسباب وهي الإصابة أو عدم الإصابة بمرض السكري ولدينا هنا
	P,,B..=1−P,B.=0.92  ;  P,B.=0.08
	وليكن الحادث A أن الطبيب شخص الإصابة بالمرض، عندئذٍ لدينا من فرضيات الدراسة:
	;   P,,A-,B...=0.02 P,,A-B..=0.95
	والحادث المطلوب:  ,𝐵-𝐴. (حالة قانون بايز)
	P,,B-A..=,P,A∩B.-P,A..=,P,B..P,,A-B..-P,B..P,,A-B..+P,,B...P,,A-,B....
	= ,,0.08..,0.95.-,0.08..,0.95.+,0.92..,0.02..=,0.076-0.0944.=0.81
	3.3 تعريف الاستقلال العشوائي:
	ليكن (Ω, F, P) فضاء احتمالياً:
	1) لتكن A, B من F، نقول إِن الحادثين A, B أنهما مستقلان عشوائياً إذا كانا يحققان الشرط الآتي:   P,A∩B.=P,A..P,B.
	(2إذا الأحداث A1, A2, A3 من F. فإننا نقول عن هذه الأحداث مستقلة عشوائياً إذا كانت تحقق الشرطين الآتيين:
	1-  الأحداث A1, A2, A3 مستقلة مثنى مثنى.
	2   -  P,,A-1.∩,A-2.∩,A-3..=P,,A-1...P,,A-2...P,,A-3..
	3) نقول عن متتالية من الأحداث A1, A2……. An من F إنها مستقلة عشوائياً إذا كانت تحقق الشرطين الآتيين:
	1-  كل متتالية جزئية منها من المرتبة (n-1) تكون مستقلة عشوائياً.
	2- P,,i=1-n-,A-i...= ,i=1-n-P,,A-i..  .
	1.3.3 نتائج:
	1) من تعريف الاستقلال ينتج أن: P,,B-A..=P,B.   ;   P,,A-B..=P,A. أي إِن استقلال حادثين يعني أنه إذا وقع أحدهما فليس له أي علاقة بوقوع أو عدم وقوع الآخر. ويمكن تعميم ذلك.
	2) إذا كان A∩B=∅  (حدثان متنافيان)، فلكي يكونا مستقلين يجب أن يتحقق:
	P,A∩B.=P,A..P,B.,, ..P,A..P,B.
	=0 ,, ..  P,A.=0 V 𝑃,𝐵.=0
	أي يجب أن يكون أحدهما على الأقل حادثاً مستحيلاً.
	مثال (18.3): في دراسة لمرضى الرئة، أجري فحص لمجموعة مؤلفة من 10000 شخص أعمارهم فوق ال 60 عاماً، ومن بينهم يوجد 3300 شخص لديهم اختلاطات رئوية، ولقد وجد من المجموعة 4000 شخص من مدمني التدخين، ومن بين المدخنين يوجد 1800 شخص لديهم اختلاطات رئوية، والمطلوب...
	الحل:
	لتكن A حادثة اختيار شخص عشوائياً وكان مدمناً التدخين.
	ولتكن B حادثة اختيار شخص عشوائياً وكان لديه اختلاطات رئوية، عندئذٍ:
	P,A.=,4000-10000.=0.4
	P,B.=,3300-10000.=0.33
	P,A∩B.=,1800-10000.=0.18
	P,A..P,B.=,0.4..,0.33.=0.132≠0.18=P,A∩B.  وبالتالي A و B غير مستقلّين عشوائياً.
	أي التدخين والاختلاطات الرئوية حادثتان غير مستقلتين.
	2.3.3خواص الاستقلال العشوائي:
	ليكن (Ω, F, P) فضاء احتمالياً.
	1- الأحداث المستقلة عن نفسها هي الأحداث شبه المستحيلة والأحداث شبه الأكيدة فقط.
	2- إن Ω, ∅ حادثان مستقلان عن أي حدث A من F حيث  1>𝑃,A.>0 .
	3- إذا كانت الأحداث A, B من F مستقلة عشوائياً فإن A, B' تكون مستقلة عشوائياً و A', B مستقلة عشوائياً و  B', A'  تكون مستقلة عشوائياً.
	4- إذا كانت الأحداث  ,A-1., ,A-2.,….,A-n. من F مستقلة عشوائياً فإن الحوادث المتممة لها ,,A.-1., ,,A.-2., ….,,A.-n. تكون مستقلة عشوائياً أيضاً.
	5- من أجل A, B حدثين من F ويحققان الشرط الآتي:
	P,,B-,A...=P,,B-A.. عندئذٍ يكون A, B مستقلين عشوائياً.
	-6 إذا كانت الأحداث ,A-1., ,A-2.,….,A-n. مستقلة عشوائياً فعندئذٍ لحساب P,,i=1-n-,A-i... يصبح هذا سهلاً إذا استفدنا من الخاصة (4) حيث:
	P,,i=1-n-,A-i...=1−P,,i=1-n-,,A.-i...=1−,i=1-n-P,,,A.-i...
	مثال(19.3):
	إذا كان احتمال أن يعيش رجل 10 سنوات أخرى هو ,1-4. ، واحتمال أن تعيش زوجته 10 سنوات أخرى هو ,1-3. ، والمطلوب:
	1) احسب احتمال أن يعيش الاثنان 10 سنوات أخرى.
	(2  احسب احتمال أن يعيش أحدهما على الأقل 10 سنوات أخرى.
	(3احسب احتمال أن يتوفى الاثنان خلال ال 10 سنوات الأخرى.
	(4احسب احتمال أن تعيش الزوجة فقط 10 سنوات أخرى.
	الحل:
	ليكن A حادث أن يعيش الزوج 10سنوات أخرى.
	و  B حادث أن تعيش الزوجة 10 سنوات أخرى.
	1)  (لأن الحادثتين A, B مستقلان عشوائياً):
	P,A∩B.=P,A..P,B.=,1-4.×,1-3.=,1-12.
	2)               P,A∪B.=P,A.+P,B.−P,A∩B.
	= ,1-4.+,1-3.−,1-12.=,1-2.
	3)  P,,A.∩,B..=1−P,,,A.∩,B...=1−P,A∪B. =1−,1-2.=,1-2.
	(4                P,,A.∩B.=P,B.−P,A∩B.=,1-3.−,1-12.=,1-4.
	مثال(20.3):
	يمكن لمؤشر داوجونز في بورصة نيويورك أن يزداد أو ينخفض يومياً. فإذا كان احتمال الزيادة (0.50) في اليوم، فخلال أربعة أيام عين احتمال أن يزداد مرة على الأقل، علماً بأن الزيادة أو النقصان هي حوادث مستقلة.
	الحل:
	ليكن Ei حادثة أن يزداد المؤشر في اليوم  𝑖، حيث 𝑖=1, 2, 3, 4 والحادث المطلوب ,i=1-4-,E-i.. :
	P,,i=1-4-,E-i...=1−P,,i−1-4-,,E-i....=1−P,,i=1-4-P,,E-i....=1−,,0.50.-4.=0.938
	:4.3 تمارين غير محلولة:
	(1 عين عدة فضاء العينة في تجربة دراسة توزع الإناث لدى أسرة تملك خمسة أطفال؟
	2) عين عدة فضاء العينة وفضاء العينة في تجربة إلقاء أربع قطع نقود متوازنة؟
	3) لدى أسرة أربعة أطفال. عين احتمال أن يكون لدى الأسرة:
	أ‌- ذكران على الأقل.
	ب‌- أنثى على الأكثر.
	ت‌- ثلاثة ذكور وأنثى.
	ث‌- ثلاثة ذكور أو أربع إناث.
	(4ثلاث آلات ,M-1., ,M-2., ,M-3. تنتج 25% , 35% , 40% من إنتاج مصنع على الترتيب، ولنفترض أن 5% , 4% , 2% من إنتاج هذه الآلات سيِّىء الصنع على الترتيب أيضاً. اخترنا سلعة من إنتاج هذا المصنع فكانت سيئة الصنع ، عين احتمال كون السلعة من إنتاج الآلة ,M-1..
	(5يحوي كيس 7 كبسولات دواء سوداء، 5 كبسولات بيضاء. سحب عشوائياً 5 كبسولات، والمطلوب: احسب احتمال الحصول على كبسولتين بيضاء اللون ضمن الكبسولات المسحوبة.
	(6كيس يحوي 10 بذور، 4 منها تنتج زهوراً صفراء ، و 4 أخرى تنتج زهوراً حمراء و 2 منها تنتج زهوراً بيضاء. سحبنا عشوائياً من هذا الكيس ثلاث بذور عشوائياً. فما احتمال أن تنتج هذه البذور زهوراً من نفس اللون؟
	7) تم تصنيف مجموعة من الأشخاص حسب عيار السكر بالدم عندهم وحسب درجة ارتفاع الضغط الشرياني لديهم ووفق الجدول الآتي:
	تم اختيار شخص عشوائياً من بين هذه المجموعة ، والمطلوب:
	أ‌- إذا كان الشخص الذي تم اختياره ذا ضغط عالٍ فما احتمال أن يكون عيار السكر بالدم لديه متوسطاً؟
	ب‌-  ما احتمال أن يكون الشخص الذي تم اختياره ذا ضغط عالٍ.
	ت‌- إذا كان الشخص الذي تم اختياره ذا عيار عالٍ للسكر بالدم، فما احتمال أن يكون ضغطه عادياً؟
	(8مصنع لأجهزة قياس ضغط الدم فيه 4 خطوط إنتاج. فإذا كان الخط الأول يسهم بإنتاج 25% من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 2% معيب الصنع ، وكان الخط الثاني يسهم بإنتاج 15% من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 1% معيب الصنع ، وكان الخط الثالث يسهم بإنتاج 35% من إنتاج...
	أ‌-  ما احتمال أن يكون الجهاز الذي تم اختياره معيب الصنع؟
	ب‌-  إذا كان الجهاز الذي تم اختياره معيب الصنع فما احتمال أن يكون
	a. من إنتاج الخط الثاني؟
	b. من إنتاج الخط الرابع؟
	(9في مجتمع مدينة معينة، تبلغ نسبة الإصابة بمرض معين 0.10 واحتمال أن يقرر طبيب معين إصابة شخص بهذا المرض، علماً أنه مريض بالفعل هو 0.90 واحتمال أن يقرر إصابته علماً أنه غير مصاب هو 0.04. ما احتمال أن يكون شخص من هذا المجتمع مصاباً بالمرض المذكور علماً...
	المحاضرة الخامسة
	5.3المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي
	مثال (21.3):
	لتكن التجربة اختيارا عشوائياً لطالب من الطلاب المسجلين في جامعة دمشق وليكن:
	X= 0  أو X= 1  وفقاً لما إذا كان يسكن في المدينة الجامعية أو لا يسكن في المدينة الجامعية .
	Y  = عدد أخوته
	Z = طوله بالسنتمتر
	فالمتغيرات X   و Y   و Z هي متغيرات عشوائية. وكل متغير من هذه المتغيرات الثلاثة يأخذ قيمة واحدة و واحدة فقط عند كل تجربة.
	فمن أجل كل طالب يأخذ X قيمة واحدة فقط هي إما 1  وإمّا 0  ، و يأخذ Y قيمة واحدة فقط هي عبارة عن عدد صحيح غير سالب. ويأخذ Z قيمة واحدة فقط هي عبارة عن عدد حقيقي موجب.
	مثال (22.3):
	لتكن التجربة هي إلقاء قطعة نقود ثلاث مرّات متتالية ، وليكن X عدد أوجه الـ H  التي نحصل عليها . فالمتغير X هو متغير عشوائي قيمه الممكنة 0 أو 1  أو 2  أو 3 .
	وهو يأخذ قيمة واحدة عند كل مرّة نجري هذه التجربة ، والجدول الآتي بيبّن ذلك:
	مما سبق  يتضح لنا بصورة عامة ، مفهوم المتغير العشوائي.
	مثال (23.3):
	نقذف قطعة نقود حتى يظهر وجه الـ H للمرة الأولى . وليكن X عدد القذفات التي نحتاج إليها. النتائج الممكنة للتجربة أو فضاء العينة (مجموعة نتائج التجربة) هو:
	...., TTH ,  TH ,  H
	ومن الواضح أن X يمكن أن يكون 1 أو 2 أو 3 الخ ....أي إِنَّ فضاء العينة الذي ولده  X ، أو مجموعة قيمه الممكنة هي مجموعة الأعداد الطبيعية         { 1,2,3,…}.
	1.5.3 تصنيف المتغيرات العشوائية:
	لنعد إلى المثال (21.3) ولنتساءل عن مجموعة القيم الممكنة لـ Z ، طول الطالب. بما أننا سنستخدم مسطرة مدرجة لقياس الطول فإنّ طول الطالب سيقابل نقطة على هذه المسطرة هي في الواقع نقطة محور موجه.
	والقيمة التي يأخذها Z يمكن أن تكون أي نقطة من مجال على محور موجه. وبالطبع يوجد في أي مجال  من محور موجه، مهما كان صغيراً ، مالا نهاية له ولا يمكن عدّه أو حصره من النقاط. وبالرغم من أنّ فضاء العينة يولده X في المثال (3.5) لا نهائي أيضاً. إلاّ أنَّ هناك...
	1.1.5.3الفضاء المنقطع (منفصل):
	نقول عن فضاء عينة إنّه فضاء منفصل إذا كان يحوي عدداً منتهياً من النقاط أو لا نهاية قابلة للعد من النقاط.
	2.1.5.3الفضاء المستمر (المتصل):
	نقول عن فضاء عينة إنّه فضاء متصل (أو مستمر) إذا كان يحوي لا نهاية غير قابلة للعد من النقاط.
	ووفقاً لهذا التصنيف نصنف المتغيرات العشوائية إلى متغيرات منفصلة ومتغيرات متصلة (مستمرة).
	3.1.5.3المتغير العشوائي المنفصل(المنقطع):
	نقول إنَّ المتغير العشوائي منفصل إذا كانت مجموعة قيمه الممكنة مجموعة منتهية أو لا نهائية قابلة للعد أي إذا كان الفضاء الاحتمالي الذي يولده هذا المتغير فضاء منفصل.
	4.1.5.3المتغير العشوائي المتصل (المستمر):
	نقول عن متغير عشوائي أنه مستمر إذا كانت مجموعة قيمه الممكنة مجموعة لا نهائية وغير قابلة للعد .
	2.5.3المتغيرات العشوائية المنفصلة وتوزيعاتها:
	التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي منفصل هو صيغة أو جدول يعرض القيم الممكنة والاحتمال الموافق لكل قيمة.
	مثال(24.3):
	إنّ التوزيع الاحتمالي في المثال (22.3) لـ X  هو:
	حيث                        f,𝑥.=p(X=𝑥)
	(على الطالب فهم كيف تمّ الحصول على الجدول).
	ويمكن تمثيل هذا التوزيع بيانياً لنحصل على ما يسمى بالمدرج الإحتمالي.
	فلنتخذ القيم الممكنة مراكز لمجالات (فترات) تمتد بمقدار الواحد (نصف على اليمين القيمة ونصف على يسارها) ولنرسم فوق كل فترة (مجال) مستطيلاً ارتفاعه يساوي الاحتمال الموافق ، فنحصل على مدرج الاحتمال كما في الشكل الآتي:
	المدرج الاحتمالي للتوزيع في المثال (22.3)
	يجب أن تحقق دالة الاحتمال 𝑓,𝑥. المتغير العشوائي منفصل الشرطين الآتيين:
	1. 𝑓,𝑥.≥0   مهما تكون 𝑥
	2. ,𝑥-𝑓,𝑥.=1.  حيث ,𝑥- .  تعني المجموع فوق مجموع القيم الممكنة 𝑥 للمتغير X .
	:3.5.3المتغيرات العشوائية المستمرة:
	تشكل الكميات التي تستخدم للحصول على مقاديرها لأجهزة قياس، أو أدوات قياس متغيرات عشوائية مستمرة. فالوزن والقوة والطول ومعدل هطول المطر ودرجة حرارة جسم كلها أمثلة على متغيرات عشوائية مستمرة. وقياسات مثل هذه المتغيرات هي نقاط على خط اتخذنا عليه تدريجاً أ...
	بالعودة إلى الإحصاء الوصفي إذ رأينا إمكانية تفسير المساحة تحت مدرج التكرار النسبي كاحتمال. وإلى منحني التكرار حيث يمثل كل نقطة على محور السينات (المحور ox) قياساً ، ويمثل الإحداثي العمودي (على المحور oy)  لتلك النقطة تواتراً ، أو تكرار ظهور هذا القياس...
	لنبدأ بالقول إنه إذا كان تكرار ظهور القياس a ، مثلاً أكبر من تكرار ظهور القياس b. ولتغير منحني التكرار منحني كثافة يبّين لنا كيف تتغير الكثافة الاحتمالية  من نقطة إلى أخرى. ولنسمي الدالة المستمرة 𝑓,𝑥.  التي بيانها هو منحني التكرار، دالة كثافية احتما...
	واحتمال أن يقع قياس المتغير X ضمن الفترة (a,b) ،أي
	p( 𝑎< 𝑋<𝑏) هو المساحة تحت منحني الكثافة وفوق المجال (a,b) (انظر الشكل الآتي )
	وترتب علينا مثل هذه الطريقة شرطين ، لا بدَّ لأي دالة كثافة أن تحققهما كي لا نخرج على مسلمات الاحتمال . فما دام الاحتمال غير سالب ، لا يجوز أن يكون جزء من منحني الكثافة تحت المحور الأفقيox  . وبما أنَّ احتمال الحادثة الأكيدة أي p ( −∞<X<+∞) يجب أن يكون...
	وهكذا نكتب القاعدة الآتية:
	قاعدة :
	كي تصلح دالة مستمرة 𝑓,𝑥.  كدالة كثافة احتمالية يجب أن تحقق الشرطيين  الآتيين:
	1. 𝑓,𝑥. ≥0   مهما يكن 𝑥.
	2.  المساحة تحت بيان 𝑓,𝑥. ( أي تحت منحني الكثافة) تساوي الواحد تماماً.
	4.5.3 دالة التوزيع الاحتمالي المتجمع:
	رأينا أنّ التكرار المتجمع الصاعد يجيب عن السؤال الآتي: ما التكرار النسبي لظهور قياس يقل عن قيمة محددة؟ وستجيب دالة التوزيع المتجمع عن سؤال مشابه: ما احتمال أن يأخذ متغير عشوائي X قيمة أقل أو تساوي قيمة محددة؟
	وإذا رمزنا لهذه الدالة بـ F  فإن قيمة هذه الدالة في النقطة 𝑥 هي ببساطة احتمال أن يأخذ المتغير العشوائي X قيمة أقل أو تساوي 𝑥 أي :
	F,𝑥.=p(X≤𝑥)
	1.4.5.3حالة متغير عشوائي منفصل:
	دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي منفصل 𝑋 ، دالة احتماله 𝑓,𝑥. هي بالتعريف :
	F,𝑡.=,𝑥≤𝑡-𝑓,𝑥..
	حيث ,∑-x≤t.   تعني المجموع فوق جميع القيم الممكنة التي تقل عن t.
	مثال (25.3):
	في المثال  (27.3) ما احتمال الحصول على وجه الـ H  مرتين على الأكثر؟
	الحل :
	المطلوب هو حساب :
	P,X≤2.=F,2.= ,x=0-2-f,x.=f(0)+f(1)+f(2).
	= ,7 -8.    =     ,1  -8.+,  3-8.+ ,  3 -8.
	تمرين: أعط تفسيراً عملياً لهذه النتيجة.
	2.4.5.3 حالة متغير عشوائي مستمر:
	دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي متصلx  دالة كثافته 𝑓,𝑥. هي بالتعريف:
	المساحة تحت منحني الكثافة الواقعة إلى اليسار من النقطة t
	𝐹,𝑡.=𝑃(𝑋≤𝑡)
	انظر الشكل الآتي :
	دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي متصل
	سنتحدث في الفقرتين القادمتين عن متوسط مجتمع القياسات وعن تباينه على الترتيب . وسنصطلح على استخدام عبارة (متوسط المجتمع) أو عبارة (تباين المجتمع) أو (تباين التوزيع)، و ( الانحراف المعياري للمجتمع) أو (الانحراف المعياري للتوزيع) . وسنرمز  كما جرت العادة...
	التوقع الرياضي :
	1.5.3 التوقع الرياضي لمتغير عشوائي:
	ليكنX  متغيرا ًعشوائياً منفصلاً دالة احتماله 𝑓,𝑥.  .
	ولنرمز لتوقع X بـ μ   أو  ,μ-X. أو   E,X. ، فعندئذٍ : E,X.= ,𝑥-𝑥.𝑓,𝑥. .
	حيث ,∑-𝑥. يعني المجموع فوق كل القيم الممكنة للمتغير X.
	هذا التعريف يقدم قاعدة لحساب توقع متغير عشوائي منفصل .
	المعنى التطبيقي لـ    E(X)أو التفسير العملي له: القيمة المتوقعة  E(X)للمتغير X هي متوسط القيم التي يمكن أن يفترضها هذا المتغير على المدى الطويل، أي بعبارة أخرى متوسط مجتمع القياسات الموافق للمتغير X.
	مثال (26.3):
	في المثال (22.3) احسب    E(X) .
	الحل:
	E,X.=,x=0-3-𝑥.𝑓,𝑥.=0×,1-8.. +1×,3-8.+ 2×,3-8.+3×,1-8.=1.5
	ومما سبق يمكن القول إنّ:
	. 1  (المقدار   (1.5هي القيمة المتوقعة رياضياً لعدد أوجه الـ H .
	2.  يتمركز التوزيع  الاحتمالي لعدد أوجه الـ H حول النقطة 1.5 . ولو نظرنا إلي صورة المدرج الاحتمالي في المثال (22.3) لوجدنا أنه يتمركز حول النقطة1.5  على المحور ox . فالقيمة 1.5  هي متوسط التوزيع الاحتمالي.
	3. التفسير العملي للقيمة 1.5 هو أنها تمثل القيمة المتوسطة لعدد أوجه الـ H  على المدى الطويل (أي متوسط مجتمع القياسات) . بمعنى أننا لو كررنا قذف قطع النقود الثلاث عدداً هائلاً من المرّات وسجلنا عدد أوجه الـ H  التي حصلنا عليها ثم حسبنا متوسط هذه الأعدا...
	2.5.3 التوقع الرياضي لدالة عددية في X :
	𝐸,𝑔,𝑋..= ,𝑥-𝑔,𝑥..𝑓(𝑥).
	مثال (27.3): احسب E(,X-2.)  في المثال (23.3):
	الحل :
	E(,X-2.) =,𝑥=1-6-,𝑥-2..𝑓(𝑥).
	=,1-2..,  1-6.  +,2-2..,1  -6.+,3-2..,1  -6. +,4-2..,  1 -6.+,5-2..,1-6.+ ,6-2.., 1  -6.
	15.17   =   ,  91       - 6     . =
	وبصورة مشابهة تماماً نعرف توقع متغير عشوائي مستمر . كل ما في الأمر أنّ دالة الكثافة الاحتمالية تقوم مقام دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير المنفصل وتصبح إشارة المجموع Σ إشارة تكامل ∫ . ولن نتطرق لذلك في هذا المقرر.
	3.5.3خواص التوقع :
	1. (c  ثابت)= c. E,c.=,𝑥-𝑐.𝑓,𝑥.=𝑐.,𝑥-𝑓(𝑥).=𝑐 .
	.2  =c.E(X) ,𝑥 -𝑥.𝑓(𝑥). c. E,cX.=,𝑥-𝑐𝑥.𝑓,𝑥.=.
	3. إذا كان         𝑔,X.=,𝑔-1.(x)+,𝑔-2.(x)  فإنّ:
	𝐸,𝑔,𝑋..= ,𝑥-𝑔,𝑥..𝑓,𝑥.= ,𝑥-[,𝑔-1.,𝑥.+,𝑔-2.(𝑥)].𝑓,𝑥. ..
	=,𝑥-,𝑔-1.,𝑥..𝑓(𝑥).+,𝑥-,𝑔-2.,𝑥..𝑓,𝑥.=   E,,𝑔-1.,X..+E,,𝑔-2.,X...
	ومنه نستنتج الخاصة:
	E,,𝑔-1.,X.+,𝑔-2.,X..= E,,𝑔-1.,X..+E,,𝑔-2.,X..
	وبصورة خاصة ، إذا كان ,X-1.  و ,X-2. أي متغيرين عشوائيين فإنّ:
	E,,X-1.+,X-2..=E,,X-1..+E(,X-2.)
	4. من الخاصتين السابقتين يمكننا أن نكتب بصورة عامة:
	E,,C-1.,X-1.+,C-2.,X-2.+….,C-n.,X-n..=,C-1.E,,X-1..+,C-2.E,,X-2..+….+,C-n.E,,X-n..
	حيث ,X-1.  و ,X-2. و .....و ,X-n.  متغيرات عشوائية و ,c-n.,…… ,,c-2.,,c-1.  أعداد ثابتة.
	مثال (28.3):
	تقدم الإحصائية الآتية وصفاً لمجتمع الأسر التي تقطن مدناً كبيرة من حيث خاصية امتلاكها للسيارات:
	%20 من الأسر لا تمتلك أي سيارة و %50 من الأسر تمتلك سيارة واحدة و %15 من الأسر تمتلك سيارتين و %10 من الأسر تمتلك ثلاث سيارات و %5 من الأسر تمتلك أربع سيارات.
	إذا رمزنا بـ X  لعدد السيارات و بـ Y  لعدد العجلات التي تمتلكها أسرة.
	أ‌. 1. ما متوسط عدد السيارات للأسرة الواحدة؟
	ب‌. 2. احسب متوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة.
	ت‌. الحل:
	1. من الواضح أنّ الوصف المعطى لمجتمع الأسر والمتعلق بقياسات 𝑋 في هذا المجتمع يقدم دالة التوزيع الاحتمالي لـ X  .
	ومتوسط عدد السيارات للأسرة الواحدة هو 𝐸(𝑋)  . ومن التعريف لدينا :
	E,X.=,x-x.f(x).
	=0(0.20)+ 1(0.50)+ 2(0. 15)+ 3(0.10)+ 4(0.05)=1.3
	2. عدد العجلات عند أسرة هو عدد السيارات التي تمتلكها مضروباً بـ 5 أي:
	𝑌=5𝑋
	والمطلوب هو E(Y) . ومن خواص التوقع لدينا:
	E,Y.=E,5X.=5E(X)= 5(1.3) =6.5
	ومتوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة هو 6.5 عجلة.
	3.5.3 تباين متغير عشوائي:
	تعريف: تباين متغير عشوائي X  ، ونرمز له بـ V(X)  أو ,,σ-2.-X.  أو ,σ-2. عندما نأمن الالتباس ويعطى بالعلاقة :
	V,X.=,E[X−E(X)]-2.=E,(X−μ)-2.
	نتيجة : الصيغة المختزلة للتباين هي :
	V(X) = E(,𝑋-2.)− ,μ-2.=E(,X-2.)− ,[E(X)]-2.
	مثال (29.3):
	في المثال (22.3) احسب تباين X .
	الحل:
	V(X) = E(,X-2.)− ,μ-2.
	E(,X-2.)= ,0-2.×,1 -8.+ ,1-2.×,3-8.+ ,2-2.×,3-8.+ ,3-2.×,1-8.=,24-8. =3
	ونعلم من المثال (32.3) أن μ=E,X.=1.5
	إذاً :
	V(X) =3-,(1.5)-2.=3−2.25=0.75
	4.5.3الانحراف المعياري لمتغير عشوائي:
	الانحراف المعياري لمتغير عشوائي X وسنرمز له بـ,σ-X.   أو اختصاراًσ     عندما نأمن الالتباس ، هو الجذر التربيعي الموجب للتباين:
	,σ-𝑋. =,V(X) .
	وفي المثال السابق الانحراف المعياري لعدد أوجه الـ H الناتجة عن قذف ثلاث قطع متزنة من النقود هو :
	σ=,0.75.=0.865
	خواص التباين:
	1. تباين العدد الثابت هو الصفر
	V(C) = E,,C-2..− ,,E,C..-2.=,C-2.−,C-2.=0
	V(CX) =  ,C-2.V(X) .2  حيث X  أي متغير عشوائي و C ثابت.
	3. يمكن البرهان أنّه إذا كان المتغيران ,X-1.  و ,X-2.  مستقلين فيما بينهما فإنّ
	V(,X-1.∓,X-2.)= V(,X-1.)+V(,X-2.)
	ويمكن تعميم هذه القاعدة إلى أكثر من متغيرين ، فنقول إنّه إذا كانت المتغيرات ,X-1.,,X-2.,……,,X-n. مستقلة فيما بينها فإنّ:
	V(,X-1.+,X-2.+…+,X-n.)=V(,X-1.)+V(,X-2.)+…+V(,X-n.)
	أو بعبارة أخرى:       V(,𝑖=1-𝑛-,𝑋-𝑖..)=,𝑖=1-𝑛-V(,X-i.).
	المحاضرة السادسة
	6.3بعض التوزيعات الاحتمالية الشهيرة
	1.6.3بعض التوزيعات الاحتمالية المنقطعة:
	نتناول فيما يأتي بعض التوزيعات الاحتمالية التي تؤِّدي دوراً مهمّاً في حل كثير من المسائل التطبيقية.
	1.1.6.3توزيع برنولي: نسمي كل تجربة لها نتيجتان تجربة برنولية (ثنائية). نسمي إحدى النتيجتين نجاحاً، ونسمي النتيجة الأخرى فشلاً، فإذا كان P يمثل احتمال النجاح عندها نسميP   وسيط التجربة البرنولية،  و q=1−P  احتمال الفشل.
	فتجربة إلقاء قطعة نفود متزنة هي تجربة برنولية لها نتيجتان ، إما الشعار (نجاح) إمّا الكتابة (فشل) ، ووسيط هذه التجربة البرنولية P=,𝟏-𝟐.
	والتسديد نحو هدف هو تجربة برنولية ، ونتيجة طالب في امتحان مقرر ما هي تجربة برنولية ، وانتظار مولود لمعرفة جنسه هي تجربة برنولية أيضاً      إلخ ....
	إذا رمزنا بـ x لعدد مرات النجاح في تجربة برنولية وسيطها 𝑃 ، تكون مجموعة قيم X هي ,𝑅-X.={0,1} ويكون احتمال النجاح   𝑃=𝑃(𝑋=1)
	واحتمال الفشل  𝑞=𝑃,𝑋=0.=1−𝑃  ، 𝑞=1−𝑃
	أي إن لـ X  التوزيع الاحتمالي  :
	تعريف: نقول إنّ للمتغير العشوائي X توزيعاً برنولياً بالوسيطP  إذا كان لـX   دالة الاحتمال:
	f,x.=,P-x.,q-1−x.  ,   x=0,1    ,q=1−P   ,  0<𝑃<1
	أي إن لـ X  جدول التوزيع الاحتمالي :
	التوقع الرياضي والتباين :
	E,X.=,x-x.f,x..=,x=0-1-x.,P-x.,q-1−x.=0+P=P
	E,,X-2..=,x-,x-2.f,x..=,x=0-1-,x-2..f,x.=,0-2.,q.+,1-2.,P.= 𝑃
	V(X) = E,,X-2..−,,E,X..-2.=P−,P-2.=P,1−P.=pq
	,σ-X.=,pq.
	2.1.6.3التوزيع الثنائي (الحداني):
	إذا كررنا تجربة برنولية وسيطها P (احتمال النجاح) n مرة ، وكانت هذه التكرارات مستقلة. إذا رمزنا بـ X  لعدد مرّات النجاح عند تكرار هذه التجربة البرنولية n  مرّة ، فإن مجموعة قيم X  هي ,𝑅-X.={0,1,2,…..,n}
	ويمكننا أن نثبت أنّ:
	𝑓,𝑥.=𝑃,𝑋=𝐾.=,𝑛!-𝑘!(𝑛−𝑘)!.  ,p-𝑘.,𝑞-𝑛−𝑘. ,  K=0,1,2,….,𝑛
	تعريف: نقول إنّ للمتغير العشوائي X  توزيعاً ثنائياً (حدانياً) بالوسيطين n   و 𝑃 إذا كان لـ X دالة الاحتمال:
	𝑓,𝑥.=𝑃,𝑋=𝑥.=,𝑛!-𝑥!(𝑛−𝑥)!. ,p-𝑥.,𝑞-𝑛−𝑥.  ,𝑥=0,1,…𝑛
	أي إن لـ X جدول التوزيع الاحتمالي:
	نعود لنؤكد أن المتغير العشوائي X الذي له التوزيع الحداني بالوسيطين 𝑛 و 𝑃   ( أي  𝑋~𝑏,𝑛;𝑃.  ) يمثل عدد مرات النجاح عند تكرار تجربة برنولية     (وسيطها 𝑃) n مرّة .
	يمكننا أن نثبت أنّ هذه الدالة تحقق الشرطين :
	𝑓,𝑥.≥0        .1  من أجل جميع قيم 𝑥
	,𝑥=0-𝑛-𝑓,𝑥.=1.       .2
	مثال (30.3): إذا كان احتمال أن يصيب رامٍ الهدف 0.8 ، فإذا صوب الرامي نحو الهدف 5 مرات ورمزنا بـ X لعدد مرات إصابة الهدف .
	المطلوب:
	أ‌- اكتب دالة احتمال المتغير العشوائي X  .
	ب‌- احسب احتمال اصابة الهدف مرة واحدة فقط.
	ت‌- احسب احتمال إصابة الهدف مرّة واحدة على الأكثر.
	ث‌- احسب احتمال اصابة الهدف مرتين على الأقل.
	ج‌- احسب احتمال إصابة الهدف.
	الحل:
	أ‌- إنّ التسديد نحو الهدف تجربة برنولية لها نتيجتان ، إما النجاح (إصابة الهدف) وإما الإخفاق (عدم إصابة الهدف) ووسيطها 𝑃=0.8 والتسديد نحو الهدف 5 مرات يعني تكرار هذه التجربة البرنولية 5 مرات ، ومِنْ ثَمَّ يكون لـ X (عدد مرات إصابة الهدف) التوزيع الحدا...
	𝑓,𝑥.=𝑃,𝑋=𝑥.=,5!-𝑥!,5−𝑥.!. ,,0.8.-𝑥.,,0.2.-5−𝑥. ; 𝑥=0,1,2,3,4,5
	ب‌-  الاحتمال المطلوب:
	𝑓,1.=𝑃(𝑋=1)=,5!-1!4!. ,,0.8.-1.,,0.2.-4.=5,0.8.,0.0016.=0.0064
	ت‌-
	𝑃,𝑋≤1.=𝑃,𝑋=0.+𝑃,𝑋=1.=,5!-0!5!. ,,0.8.-0.,,0.2.-5.+0.0064=
	,(0.2)-5.+0.0064=0.00672
	ث‌-
	P,X≥2.=1−P,X<2.=1−P,X≤1.
	=1−0.00672=0.99428
	ج‌-
	P,X≥1.=1−P,X<1.=1−P,X=0.
	=1−0.00032=0.99968
	التوقع الرياضي والتباين:
	=𝐸,𝑋.=𝑛𝑃=,5.,0.8.=4𝝁
	,σ-2.=𝑉,𝑋.=𝑛𝑃𝓆=,5.,0.8.,0.2.=0.8
	مثال (31.3):
	إذا علمت أن احتمال شفاء مريض مصاب بالزكام خلال أسبوع دون اللجوء إلى الطبيب هو 0.6 فإذا كان لدينا 10 مرضى بالزكام ولم يراجعوا الطبيب ، فما احتمال أن يشفى بعضٌ منهم خلال أسبوع:
	1.  ثلاث مرضى.
	2.  8 مرضى على الأقل.
	.3من 2 إلى 5 مرضى .
	6    . 4 مرضى.
	الحل:
	النموذج المدروس هو تجربة ثنائية (يشفى أو لا يشفى) ومكرره تكرار مستقل 10 مرات.
	فإذا كان X المتغير الدال على المرضى الذين يتم شفاؤهم خلال أسبوع من الزكام دون اللجوء إلى الطبيب فعندئذٍ:     X~𝑏(𝑛=10 ,𝑃=0.6)
	P,X=K.=,,n-k..,𝑃-𝐾.,𝓆-𝑛−𝑘.=,,10-k..,(0.6)-𝐾.,(0.4)-10−𝑘.  ;𝑘=0,1,2,..,10
	الطلب (1):               P,X=3.=,,10-3..,(0.6)-3.,(0.4)-7.=0.0433
	الطلب (2):
	P,X≥8.=p,x=8.+p,x=9.+p,x=10.=
	,,10-8..,,0.6.-8.,,0.4.-2.+,,10-9..,,0.6.-9.,0.4.+,,10-10..,,0.6.-10.,,0.4.-0.
	=0.1209 + 0.0403 + 0.006 = 0.1672
	الطلب (3):
	P,2≤x≤5.=p,x=2.+p,x=3.+p,x=4.+p,x=5.
	=0.0106+0.0423+0.1050+0.2007 =0.3586
	الطلب (4):
	P,X=6.=,,10-6..,,0.6.-6.,,0.4.-4.=,210.,(0.6)-6.,(0.4)-4.=0.251
	مثال(32.3): ظهر دواء جديد لمعالجة سرطان الدم، معدل نجاحه 0.80 ، أعطي هذا الدواء لـ 15 مريضاً بسرطان الدم. المطلوب احسب احتمال :
	1) شفاء 12 مريضاً منهم .
	2) شفاء 12 مريضاً منهم على الأقل.
	الحل:
	لدينا هنا تجربة ثنائية (شفاء المريض أو عدم شفائه) ومكرره تكرار مستقل 15 مرة. ومِنْ ثَمَّ النموذج المدروس يتوزع وفق التوزيع الحداني بالوسطاءn=15، p=0.80  أي :
	X~b(n=15 ,P=0.80)
	P,X=K.=,,n-k..,𝑃-𝐾.,𝑞-𝑛−𝑘.=,,15-k..,,0.80.-𝐾.,,0.20.-15−𝑘.  ;
	𝑘=0,1,2,..,15
	الطلب (1):
	P,X=12.=,,15-12..,,0.80.-12.,,0.20.-15−12.
	= (15×14×13×12!)/(12)!(15−12)! . ,0.070.,0.008.
	= (5×7×13) (0.07) (0.008) =0.255
	الطلب (2):
	P,X≥12.=p,x=12.+p,x=13.+p,x=14.+p,x=15.
	=,,15-12..,,0.80.-12.,,0.20.-3 .+,,15-13..,,0.80.-13.,,0.20.-2 .+,,15-14..,,0.80.-14.,,0.20.- .+,,15-15..,,0.80.-15.,,0.20.-0 .
	= 0.255 + 0.231 +0.132 +0.035 = 0.653
	مثال(33.3): اختبر لقاح جديد لتحديد فعاليته في الوقاية من الزكام . وقد أعطي لعشرة أشخاص وتم مراقبتهم لفترة سنة ، ووجد أن ثمانية منهم لم يصابوا بالزكام . إذا كان احتمال عدم الإصابة بالزكام خلال سنة هو بصورة طبيعية0.5 . فما احتمال ألا يصاب ثمانية أو أكثر...
	الحل :
	التجربة هنا ثنائية لأن الشخص قد يصاب أو لا يصاب .
	ومكرره تكرار مستقل 10 مرات (لأن اللقاح تم تجريبه على 10 أشخاص ) . ومِنْ ثَمَّ النموذج المدروس يتوزع  وفق التوزيع الحداني بالوسطاء
	n=10  ،   p = 0.5  :
	فإذا كان X  المتغير الدال على الذين لم يصابوا بالزكام أي :
	X~𝑏(𝑛=10 ,𝑃=,1-2.)
	P,X=K.=,,n-k..,𝑃-𝐾.,𝓆-𝑛−𝑘.=,,10-k..,,,1-2..-𝐾.,,,1-2..-10−𝑘.= ,,10-k..,,,1-2..-10. ;
	𝑘=0,1,2,..,10
	والمطلوب : P[X≥8]
	P,X≥8.=𝑃,𝑋=8.+𝑃,𝑋=9.+𝑃,𝑋=10.
	= ,,10-8..,,,1-2..-10.+,,10-9..,,,1-2..-10.+,,10-10..,,,1-2..-10.
	=,,,1-2..-10.,45+10+1.=0.055
	قاعدة : يمكننا أن نثبت مايأْتي :
	إذا كانت ,X-1.,,X-2., …,,X-n.   متتالية من المتغيرات العشوائية المستقلة التي لكل منها توزيع برنولي بالوسيط P  وكان 𝑌=,X-1.+,X-2.+…+,X-n.
	يكون عندئذ للمتغير العشوائي Y التوزيع الحداني بالوسيطين n  و P
	3.1.6.3توزيع بواسون:
	توجد أمثلة نموذجية لمتغيرات عشوائية لها ولو بصورة تقريبية على الأقل توزيع بواسون. إذا كان للمتغير العشوائي X توزيع بواسون ، فإن X يمثل عدد الأحداث الملحوظة خلال وحدة قياس معينة ، زمناً كانت أم مسافة أم مساحة أم حجماً.
	نقدم فيما يأْتي بعض الأمثلة التي يكون فيها للمتغير العشوائي توزيع بواسون.
	- العدد العشوائي للجزئيات الصادرة عن مادة مشعة خلال خمس ثوان .
	- العدد العشوائي للسيارات الصغيرة التي تصل خلال ساعة محددة من كل يوم للتزود بالوقود من محطة معينة.
	- العدد العشوائي للمكالمات الهاتفية التي تصل إلى مقسم إحدى الشركات خلال ربع الساعة الأولى من ساعة محددة.
	- العدد العشوائي للبذور الملقحة التي لم تنبت من عبوة تحوي عدداً محدداً من البذور ( وليكن 100 بذرة).
	- العدد العشوائي لحالات الإسعاف التي يستقبلها مشفى معين خلال ساعة محددة من الصباح.
	- العدد العشوائي للولادات التي تحصل خلال الأسبوع الأول من كل شهر في مشفى معين .
	- العدد العشوائي لحوادث المرور في مدينة معينة خلال يوم ماطر . والأمثلة كثيرة.
	تعريف: نقول إنّ للمتغير العشوائي X توزيع بواسون بالوسيط  ,μ>0. μ
	إذا كان لـ  X دالة الاحتمال الآتية:
	𝑓,𝑘.=𝑃,𝑋=𝑘.=,𝑒-−𝜇..,,𝜇-𝐾.-𝑘!. ;    k=0, 1, 2,…
	أي إنّ لـ X  دالة التوزيع الاحتمالي :
	حيث : ,𝑘-𝑓,k.=1  ،   ,صحيح  عدد k .∀K. :𝑓(𝑘)≥0
	ويمكننا التحقق من أن التوقع الرياضي والتباين:
	E,X.= μ    ;  V,X.=μ
	مثال (34.3):
	يصيب مرض نادر الأطفال حديثي الولادة بنسبة 0.003 فإذا كان هناك 120 ولادة حديثة في مشفى معين خلال أسبوع  فما  احتمال أن يكون من بينهم ثلاثة أطفال مصابين بهذا المرض ؟ وما احتمال أن يصاب منهم واحد على الأقل بهذا المرض؟
	الحل :
	التجربة هنا ثنائية (مصاب أو غير مصاب)
	ومكرره تكرار مستقل 120 مرة ومِنْ ثَمَّ النموذج المدروس يتوزع وفق التوزيع الحداني بالوسطاء n=120  ، p=0.003   ويكونn  كبيرة و p صغيرة فالنموذج سيتبع توزيع بواسون بالوسيط
	0.36= = np = (120)(0.003)μ
	X~𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛,μ=0.36.⇔𝑃,𝑋=𝐾.=,,μ-𝐾.-𝐾!.,𝑒-−μ.=,,,0.36.-𝐾.-𝐾!.,𝑒-−0.36.
	𝑘=0,1,2,3,4,……             حيث
	الطلب (1):
	𝑃,𝑋=3. = ,,,0.36.-3.-3!.,𝑒-−0.36.   =,0.047-6.(0.698) =0.005
	الطلب (2):
	𝑃,𝑋≥1.=1−𝑃,𝑋=0.=1− ,,(0.36)-0.-0!.,𝑒-−0.36.
	=1−,𝑒-−0.36.=1−0.698=0.302
	مثال (35.3):
	إذا كان معدل عدد الولادات في مشفى دار التوليد هو ثلاث ولادات كل ساعة والمطلوب:
	1. ما احتمال أن تكون هناك حالة ولادة واحدة خلال ساعة معينة؟
	2. ما احتمال أن تكون هناك أربع ولادات على الأكثر خلال ساعة معينة.
	الحل:
	إذا كان X يدل على عدد الولادات خلال ساعة فإن X هنا يتوزع وفق التوزيع البواسوني بالوسيط  3= μ.
	X~𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛,μ=3.⇔𝑃,𝑋=𝐾.=,,μ-𝐾.-𝐾!.,𝑒-−μ.
	حيث                     𝑘=0,1,2,3,4,…….
	الطلب (1):
	P,𝑋=1.=,,μ-1.-1!.,𝑒-−μ.=,3-1.,𝑒-−3.=0.149
	الطلب (2):
	P[X≤4]=,𝐾=0-4-P,X=K.=,𝐾=0-4-,,3-𝐾.-𝐾!.,𝑒-−3...
	= ,𝑒-−3.,,,3-0.-0!.+,,3-1.-1!.+,,3-2.-2!.+,,3-3.-3!..=0.82
	4.1.6.3تقريب التوزيع الثنائي بتوزيع بواسون:
	إذا كان X متغيراً عشوائياً يتوزع وفق التوزيع الحداني (الثنائي) بالوسطاء    n ، P  وإذا كانتn  كبيرة و  P صغيرة أي np=μ يبقى ثابتاً موجباً فإن X  عندئذ يتوزع تقريباً وفق توزيع بواسون بالوسيط np=μ أي:
	كما رأينا في المثال قبل السابق:
	X~b(n,p)≈𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛,μ=np.
	مثال(36.3): إذا كان احتمال أن يعاني شخص من رَدَّ فِعْلٍ سَيِّئاً عند حقنه بمصل معين هو 0.001 فأوجد احتمال أن يكون من بين 2000 شخص سيحقنون بالمصل:
	. 1ثلاثة أشخاص سيعانون رَدَّ فِعْلٍ سَيِّئاً.
	2. أكثر من شخص سيعانون رَدَّ فِعْلٍ سَيِّئاً.
	الحل :
	ليكن X المتغير الدال على عدد الأشخاص الذين سيعانون رَدَّ فِعْلٍ سَيِّئاً عند حقنهم بالمصل عندئذ:
	الطلب الأول:
	X~b(n=2000,p=0.001)≈𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛,μ=np=2.
	الطلب الثاني :
	P,X=3.=,,μ-K.-K!.,e-−μ.=,,2-3.-3!.,e-−2.=0.19
	𝑃,𝑋≥2.=1−𝑃,𝑋≤1.
	= 1−𝑃,𝑋=1.−𝑃[𝑋=0]
	=1−,2-1!.,𝑒-−2.−,,2-0.-0!.,𝑒-−2.
	=1−0.271−0.135=0.594
	2.6.3بعض التوزيعات المستمرة الشهيرة :
	1.2.6.3التوزيع الأسي:
	للتوزيع الأسي أهمية كبيرة في المجال التطبيقي ، إذ يعد نموذجاً مناسباً لكثير من المسائل التي تواجهنا في حياتنا العملية ، فعلى سبيل المثال ، تمثل الأزمان الآتية:
	- الزمن العشوائي لمكالمة هاتفية.
	- الزمن العشوائي بين مكالمتين هاتفيتين.
	- الزمن العشوائي لصيانة جهاز في ورشة صيانة.
	- عمر عنصر إلكتروني ( مكثف ، مقاومة ، ...).
	- الزمن العشوائي لتخديم زبون في مرفق خدماتي .
	متغيرات عشوائية لها التوزيع الأسي.
	تعريف: نقول إنّ للمتغير العشوائي المستمرX  التوزيع الأسي بالوسيط λ    (>0λ) إذا كان لـ X الكثافة الاحتمالية الآتية:
	𝑓,𝑥.=,,λ,e-−λx.       ;  𝑥>0                     -     0             ;  𝑥≤0                         ..
	منحني الكثافة (المنحني التكراري) للتوزيع الأسي
	 دالة التوزيع الاحتمالي(المتجمع):
	F,t.=P,X<𝑡.=,,1−,e-−λt                  ;     t>0                     .-0                   ; t≤0       ..
	 التوقع الرياضي والتباين:
	𝐸,𝑋.=,1-λ. =μ
	,σ-2.=V,X.=,1-,λ-2..
	مثال(37.3):
	إذا كان X عمر صمام كهربائي (بالساعات) له الكثافة الاحتمالية:
	𝑓,𝑥.=,,0.0001 ,𝑒-−0.0001𝑥.           ;𝑥≥0           -0                             ;𝑥<0..
	المطلوب:
	1. أوجد دالة التوزيع المتجمع لـ X.
	2. أوجد العمر الوسطي للصمام.
	3.  أوجد احتمال أن يعمر المصباح على الأقل 8000 ساعة.
	الحل:
	1.
	F,t.=,,1−,e-−0.0001𝑡              ;   t>0                        .-0                          ;t≤0       ..
	2.
	𝐸,𝑋.=,1-λ.=,1-0.0001.=1000ℎ=μ
	𝑃,𝑋>8000.=1−𝑃,𝑋≤8000.
	=1−𝐹,8000.=1−,1−,𝑒-−0.8..=,𝑒-−0.8.≈0.449
	المحاضرة السابعة
	:2.2.6.3التوزيع الطبيعي :
	يعد التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الاحتمالية لما له من تطبيقات مهمة في مجال الإحصاء، إذ يستخدم هذا التوزيع في كثير من المسائل التطبيقية .
	1. يستخدم التوزيع الطبيعي في وصف كثير من المتغيرات العشوائية إذ نلحظ أن عدداً كبيراً من المتغيرات العشوائية (من أطوال ، أوزان ، ...إلخ) التي نواجهها في حياتنا العامة  لها منحني كثافة ، أو منحني تكرار ، له تقريباً شكل الجرس ، أو كما نعبر عن ذلك إحصائيا...
	إذا كان منحني تكرار (كثافة) مجموعة قياسات لها شكل التوزيع الطبيعي فإن معظم القياسات تتركز حول القيمة الحقيقية التي تشكل المتوسط أو قريبة منها.
	2. يعتبر التوزيع الطبيعي تقريباً جيداً  و مفيداً بكثير من التوزيعات الاحتمالية.
	3. يؤدِّي دوراً مهمّاً ، بل يعد حجر الزاوية في الاستدلال الإحصائي.
	تعريف:
	نقول إِن للمتغير العشوائي X التوزيع الطبيعي بالوسيطين μ و ,σ-2. ونعبر عن ذلك بالرمز X~N(,μ-.,,σ-2.)  إذا كانت كثافته الاحتمالية:
	𝑓,𝑥.= ,,1-𝜎.,2𝜋..𝑒-−,1-2.,( ,𝑥−𝜇-𝜎.)-2..      ; −∞<𝑥<+∞
	σ>0   ;  −∞<𝜇<+∞
	ينتج من تعريف هذه الكثافة :
	- أنها تبلغ قيمتها العظمى عند 𝑥=μ وتساوي هذه القيمة العظمى ,1-𝜎.,2𝜋...
	- المنحني البياني لهذه الكثافة متناظر بالنسبة للمستقيم 𝑥=𝜇
	- عندما →  ∓∞ 𝑥 فإنّ 𝑓,𝑥.=0
	- لمتوسط ووسط ومنوال التوزيع الطبيعي القيمة نفسها 𝜇
	- المنحني البياني لهذه الكثافة له الشكل :
	1 μ>0
	- التوقع الرياضي والتباين :
	E,X.=μ          ,  V,X.=,σ-2.
	أي أن وسيطي التوزيع الطبيعي 𝜇    و ,𝜎-2. هما التوقع الرياضي والتباين لـ 𝑋 على الترتيب.
	دالة التوزيع :
	𝑃(𝑋≤𝑥)=𝐹,𝑥.=,−∞-𝑥-𝑓,𝑡..dt=,1-𝜎.,2𝜋..,−∞-𝑥-,𝑒-,−1-2.,(,𝑡−𝜇-σ.)-2..𝑑𝑡.
	وهي تساوي القسم المظلل في الشكل الآتي:
	وهي تمثل 𝑃,X≤𝑥.
	من الواضح 𝐹,μ .=,1-2. (لماذا ؟)
	2.2.6.3دالة الكثافة ودالة التوزيع المعيارية:
	تعريف: نقول إنّ للمتغير العشوائي 𝑍  التوزيع الطبيعي المعياري إذا كان 𝑍 ~𝑁(0,1)، أي إذا كان لـ 𝑍 الكثافة الاحتمالية:
	𝑓,𝑥.=,1-,2π.. ,𝑒-−,1-2.,𝑥-2..                   ;  −∞<𝑥<+∞
	ومِنْ ثَمَّ دالة التوزيع:
	𝐹,𝑥.=,1-,2π.. ,−∞-𝑥-,𝑒-−,1-2.,𝑡-2.. 𝑑𝑡.
	سنرمز لدالة الكثافة الاحتمالية في هذه الحالة بـ φ, 𝑥. بدلاً من 𝑓,𝑥. ولدالة التوزيع بـ Φ, 𝑥. بدلاً 𝐹,𝑥. .
	أي إذا كان 𝑍 ~𝑁(0,1) فإن كثافته φ, 𝑥. ودالة توزيعه , 𝑥.𝛷
	التمثيل البياني لكثافة التوزيع الطبيعي المعياري(بسبب التناظر)( Φ,− 𝑧.=1−𝜙(𝑧) )
	منحني كثافة التوزيع الطبيعي المعياري والمساحة المظللة ϕ(z)
	تمثل المساحة المظللة Φ, 𝑧. الاحتمال 𝑃(𝑍≤𝑧) ومن الواضح أن ,1-2.=Φ, 0.
	إنّ حساب قيم دالة التوزيع للمتغير الطبيعي المعياري غير ممكنة تحليلاً ، وقد أعدّ جدول يعطي قيم دالة التوزيع ϕ, t. من أجل قيم 𝑡 من عند النقطة𝑥=0  حتى النقطة 𝑥=3.5  بفاصل 0.01 بين كل قيمة والقيمة التي تليها.
	- جدول التوزيع الطبيعي المعياري وطريقة استخدامه:
	إنّ هذه الجدول يعطي قيم دالة التوزيع Φ, 𝑧. ابتداءً من الصفر وبفاصل 0.01 بين كل قيمة والقيمة التي تليها . وقد وضعت 𝑧 ابتداءً من  −3.4وبفاصل 0.1  في العمود الأيسر، ووضعت المنزلة العشرية الثانية من قيمة𝑧  في السطر الرأسي، ومقابل كل قيمة في العمود الأي...
	مثال (38.3):
	إذا كان 𝑍 ~𝑁(0,1) أوجد 𝑃(𝑍<2.56) و 𝑃(1<𝑍<1.33) و 𝑃(𝑍>1.84) و 𝑃(𝑍<−1.36)
	الحل :
	إنّ 𝑃,𝑍<2.56.=Φ, 2.56.    و باستخدام جدول التوزيع الطبيعي نجد أنّ قيمة Φ, 𝑧. عند ملتقى السطر 2.5 والعمود 0.06 هي  0.9948
	بأسلوب مشابه نجد:
	P,1<𝑍<1.33.=P,Z<1.33.−P,Z≤1.= Φ, 1.33.−Φ,1.
	= 0.9082−0.8413=0.0669
	وكذلك نجد:
	P,Z>1.84.=1−P,Z≤1.84.=1−ϕ,1.84.
	=1−0.9671=0.0329
	P,Z<−1.36.=ϕ,1.36.=0.0869
	ملاحظة: يمكن استخدام جدول دالة التوزيع الطبيعي بشكل عكسي كما في المثالين الآتيين:
	مثال (39.3) :
	إذا كان 𝑍 ~𝑁,0,1. وكان لدينا 𝑃,𝑍<𝑎.=0.8289 فإننا نبحث عن القيمة 0.8289 ، وسنجد بأنّ هذه القيمة تقع عند السطر 0.9 والعمود 0.05 ، إذن قيمة 𝑎 هي 0.95 أي : 𝑎=0.95
	مثال (40.3) :
	إذا كان 𝑍 ~𝑁,0,1. ، أوجد قيمة الثابتين الحقيقيين 𝑎  و c حيث
	𝑃,𝑍<𝑎.=0.5 و  𝑃,𝑍<𝑐.=0.2061
	الحل:
	إنّ 𝑃,𝑍<𝑎.=0.5 يعني Φ, 𝑎.=0.5 ومِنْ ثَمَّ   𝑎=0
	أما P,Z<𝑐.=0.2061 يعني أنَّ  Φ, 𝑐.=0.2061 ، ولو حاولنا البحث عن القيمة 0.2061 داخل جدول التوزيع الطبيعي المعياري لوجدنا أن:
	𝑐=−0.82
	3.2.6.3مبرهنات مهمّة جداً:
	مبرهنة(1):
	إذا كان لـ x التوزيع الطبيعي 𝑁(𝜇,,𝜎-2.) فإنه يكون للمتغير العشوائي 𝑍=,𝑋−𝜇-𝜎. التوزيع الطبيعي المعياري ، أي:
	𝑋~𝑁,𝜇,,𝜎-2..⇒𝑍=,𝑋−𝜇-𝜎.~𝑁,0,1.
	ملاحظة:
	لقد بَيّنّا في الأمثلة السابقة طريقة إيجاد قيم الدالة Φ,𝑧 . أي الاحتمالات المتعلقة بالمتغير الطبيعي المعياري 𝑧 والآن لنبين طريقة إيجاد الاحتمالات المتعلقة بالمتغير العشوائي X الذي يتوزع وفق التوزيع الطبيعي 𝑁,𝜇,,𝜎-2.. ولكي نتمكن من حساب الاحتمالات...
	أي نكتب :        𝑍=,𝑋−𝜇-𝜎.
	ثم نحوّل العبارة الاحتمالية المتعلقة بـ X إلى عبارة احتمالية مكافئة بدلالة 𝑧،  ثم نعود إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري الذي تدربنا قبل قليل على طريقة استخدامه.
	مثال(41.3) :
	إذا كان X متغيراً عشوائياً له التوزيع N,50,100. . فأوجد قيمة الاحتمال:
	P,42<𝑋<55.
	الحل:
	نقوم بمعايرة المتغير العشوائي X ونفرض 𝑍=,𝑋−𝜇-𝜎. ثم نعين قيمتي 𝑍 المقابلتين للقيمتين ,𝑥-1.=42 و ,𝑥-2.=55
	,𝑧-1.=,,𝑥-1.−𝜇-𝜎.=,42−50-10.=−0.8
	,𝑧-2.=,,𝑥-2.−𝜇-𝜎.=,55−50-10.=0.5
	ومِنْ ثَمَّ يكون :
	P,42<𝑋<55.=P,−0.8<𝑍<0.5.
	=P,Z<0.5.− P,Z<−0.8.=0.6915−0.2119=0.4796
	مثال (42.3):
	إذا كان X متتغيراً عشوائياً له التوزيع 𝑁,10,16. فأوجد قيمة x بحيث يكون P,X<𝑥.=0.9980
	الحل:
	نقوم بمعايرة x ونفرض :                   𝑍=,𝑋−𝜇-𝜎.
	أما قيمة 𝑧 الموافقة لـ x فهي : 𝑧=,𝑥−𝜇-𝜎.
	ثم نعين 𝑧 بحيث يكون : P,X<𝑥.=P,Z<𝑧.=0.9980
	ولوعدنا إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري لوجدنا أن قيمة 𝑧 الموافقة للقيمة 0.9980 هي 𝑧=2.88
	ثم نعين x من العلاقة: 𝑧=,𝑥−𝜇-𝜎.=,𝑥−10-4.=2.88
	ومنه نجد :            𝑥=4,2.88.+10=21.51
	مثال(43.3): إذا كان X متغيراً عشوائياً طبيعياً متوسطه μ=40  وانحرافه المعياري σ=6 أوجد قيمة:
	𝑎    .1 التي يقع على يسارها 45% من المساحة تحت منحني تابع الكثافة.
	𝑏   . 2 التي يقع على يمينها %14 من المساحة تحت منحني تابع الكثافة.
	الحل:
	1) لنعين قيمة 𝑎 بحيث يكون :
	F,𝑎.=𝑃,𝑋<𝑎.=0.45
	وبالتحويل للطبيعي المعياري نجد :
	𝑃,,𝑋−𝜇-𝜎.<,𝛼−40-6..=𝑃,𝑍<𝑧.=0.45
	حيث:                             𝑧=,𝛼−40-6.
	ومن جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد قيمة 𝑧 الموافقة للقيمة
	0.45 هي 𝑧=−0.13 ومنه فإن :
	𝛼=6,𝑧.+40=6,−0.13.+40=39.22
	2) نعين قيمة 𝑏  بحيث يكون :
	𝑃,𝑋>𝑏.=0.14
	ومنه :
	𝑃,𝑋<𝑏.=1−0.14=0.86
	وبالتحويل للطبيعي المعياري نجد :
	P,,X−μ-σ.<,b−40-6..=P,Z<𝑧.=0.86
	حيث:
	𝑧=,𝑏−40-6.
	ومن جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد قيمة 𝑧 الموافقة للقيمة 0.86 هي 𝑧=1.08 ومنه فإن :
	𝑧=1.86=,𝑏−40-6.⇒𝑏=46.48
	مثال (44.3):
	إذا فرضنا أن طول الشخص متغير عشوائي يخضع للتوزيع الطبيعي بمتوسط μ=175 𝑐.𝑚 وانحراف معياري σ=7.5 𝑐.𝑚 فكيف يحدد مهندس ارتفاع أبواب الغرف في منزل يقوم بتصميمه بحيث لا يضطر أكثر من 2% من الأشخاص إلى تخفيض رؤوسهم عند الدخول وعند الخروج .
	الحل:
	إذا دل X على طول الشخص فإن:
	𝑋~𝑁,175,56.25.
	فإذا فرضنا أن ارتفاع الباب هو 𝑎 𝑐.𝑚  فيكون المطلوب تحديد قيمة 𝑎 بحيث يكون:
	𝑃,𝑋>𝑎.≤0.02
	ولكن :
	P,X>𝑎.=1−P,X<𝑎.
	=1− Φ,,𝑎−175-7.5..≤0.02
	ومِنْ ثَمَّ نعين 𝑎 بحيث يكون :
	Φ,,𝑎−175-7.5..≥0.98
	ولكن من جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد:
	0.98=Φ(2.06)
	إذن نعين a بحيث يكون : Φ,,𝑎−175-7.5..≥Φ,2.06.
	( متزايدة  دالة Φ) ,𝑎−175-7.5.≥2.06                          ⇒
	⇒ 𝑎≥190.45 𝑐.𝑚
	مثال (45.3):
	في بستان للبرتقال متوسط وزن الثمرة 19.3 أونزة بانحراف معياري 2.3 أونزة. مفترضاً أنّ وزن الثمرة متغير عشوائيX  يتبع التوزيع الطبيعي ، احسب:
	أ‌- نسبة الثمار التي يقل وزنها عن 18 أونة.
	ب‌- نسبة الثمار التي لا يقل وزنها عن 20 أونزة.
	ت‌- نسبة الثمار التي يتراوح وزنها بين 18.5  و 20.5 أونزة.
	ث‌- الوزن الذي سيقل عنه %15  من الثمار.
	ج‌- الوزن الذي سيزيد عليه %25 من الثمار.
	الحل:
	أ‌- P,X<18.=P,,X−μ-σ.<,18−19.3-2.3..=P[Z < ,−1.3-2.3.]
	=𝑃,𝑍 < −0.57.=0.2843
	ب‌-                  𝑃,X≥20.=𝑃,,𝑋−𝜇-𝜎.≥,20−19.3-2.3..=𝑃,𝑍 ≥ ,0.7-2.3..
	=𝑃,𝑍 ≥ 0.30.
	=1−𝑃,𝑍 < 0.30.=1−0.6179=0.3821
	أي إنّ نسبة الثمار التي لا يقل وزنها عن 20 أونزة %38.21.
	ت‌-
	𝑃,18.5<𝑋<20.5.=𝑃,,18.5−19.3-2.3.<,𝑋−𝜇-𝜎.<,20.5−19.3-2.3..
	=𝑃,−0.35<𝑍<0.52.=𝑃,Z<0.52.−𝑃,Z<−0.35.
	=0.6985−0.3632=0.3353
	أي إن نسبة الثمار التي يتراوح وزنها بين 18.5 و 20.5 أونزة هي 33.35%
	ث‌-  بفرض أنّ الوزن الذي سيقل عنه %15 من الثمار هو 𝑎  فيكون:
	𝑃,X<𝑎.=0.15 ⇒𝑃,,𝑋−𝜇-𝜎.<,𝑎−19.3-2.3..=0.15
	⇒Φ,,𝑎−19.3-2.3..=0.15⇔,𝑎−19.3-2.3.=−1.04
	𝑎=19.3−,2.3.,1.04.
	𝑎=16.9
	أي إنّ نسبة الثمار التي يقل وزنها عن 16.908 أونزة تساوي %15 .
	ج‌- بفرض أن الوزن الذي سيزيد عليه %25 من الثمار هو b  فيكون:
	P,X>𝑏.=0.25⇔,b−19.3-σ.=0.67
	b=,2.3.,0.67.+19.3=20.841
	هذا يعني أن نسبة الثمار التي يزيد وزنها على 20.841  تساوي %25.
	مبرهنة (2): إذا كانت,X-1.,,X-2.,…,,X-n.  متتالية من المتغيرات العشوائية المستقلة، التي لكل منها التوزيع الطبيعي N,μ,,σ-2.. نفسه ، فإنه يكون للمتغير العشوائي :
	,Y-1.=,i=1-n-,X-i.=,X-1.+,X-2.+…+,X-n..
	التوزيع الطبيعي N,nμ,n,σ-2..
	لاحظ أن V,,Y-1..=n,σ-2., E,,Y-1..=nμ
	ويكون للمتغير العشوائي  ,Y-2.=,X .=,,𝑖=1-𝑛-,X-𝑖..-𝑛. التوزيع الطبيعي N(μ,,,σ-2.-n. )
	ومِنْ ثَمّ فإنه يكون للمتغير العشوائي ,,𝑖=1-𝑛-,𝑋-𝑖.−𝑛𝜇.-,𝑛.𝜎. التوزيع الطبيعي المعياري، ويكون للمتغير العشوائي:
	𝑍=,,𝑋.−μ-,σ-,n...~N(0,1)
	أي له التوزيع الطبيعي المعياري أيضاً.
	تعريف: نسمي كل متتالية من المتغيرات العشوائية المستقلة ,X-1.,,X-2.,…,,X-n.   التي لكل منها دالة التوزيع F(𝑥) نفسه ، عينة عشوائية حجمها𝑛   مأخوذة من المجتمع F,𝑥. .
	(على الطالب فهم هذا التعريف بشكل لا لبس فيه).
	مثال(46.3):
	بفرض أنّ أوزان الأشخاص الذين يستخدمون مصعداً معيناً تتوزع وفق التوزيع الطبيعي N,80,100.، والحد الأعلى المسموح به لحمولة المصعد هو 350 كغ.
	أ‌. بصورة عشوائية يجتمع أربعة أشخاص في المصعد. ما احتمال تجاوز الحمولة القصوى؟
	ب‌. بصورة عشوائية هناك شخص واحد في المصعد ومعه أمتعة تزن ثلاثة أمثال وزنه، ما احتمال تجاوز الحمولة القصوى؟
	الحل:
	أ‌. بفرض أنّ أوزان الأشخاص الأربعة هي ,X-1.,,X-2.,,X-3.,,X-4.   فتكون هذه الأوزان مستقلة و ,X-i.~N,80,100.   ;      (𝑖=1,2,3,4)
	ويكون الاحتمال المطلوب:
	𝑃,,𝑋-1.+,𝑋-2.+,X-3.+,𝑋-4.>350.=𝑃(,𝑖=1-4-,𝑋-𝑖.>350.)
	ولكن  ,𝑖=1-4-,X-i.~N(320,400). ، وبالتالي يمكننا أن نكتب:
	𝑃,,𝑖=1-4-,𝑋-𝑖.>350..=𝑃,,,𝑖=1-4-,𝑋-𝑖.−320.-20.>,350−320-20..
	=𝑃,𝑍>,3-2..=1−𝑃,𝑍≤1.5.=1−Φ,1.5.
	=1−0.9332=0.0668
	ب‌. إذا رمزنا لوزن الشخص بـ 𝑋 فيكون وزن الأمتعة 𝑋 3 ، ويكون الاحتمال المطلوب:
	𝑃,4𝑋>350.=𝑃,𝑋>87.5.=𝑃,,𝑋−,𝜇-𝑋.-,𝜎-𝑋..>,87.5−80-10..
	= 𝑃,𝑍>0.75.=1−Φ,0.75.=1−0.7734=0.2266
	مثال(47.3):
	في عيادة أحد الأطباء عشرون مراجعاً، وقد بدأ باستقبالهم في الخامسة مساءً. ففي أي ساعة سيكون واثقاً %99 بأنه سينتهي عمله، إذا كان يعلم من خبرته السابقة أن أزمنة مقابلة المرضى تتوزع توزعاً طبيعياً بتوقع μ=10  دقيقة وبانحراف معياري 3 دقائق.
	الحل: ليكن 𝑋 المتغير الدال على أزمنة مقابلة المرضى عندئذ :
	X~N,μ=10,,σ-2.=9.   ومن أجل  𝑛=20  مريضاً فإن :
	Y=,i=1-n-,X-i.~N,nμ,n,σ-2..=N, ,20.,10.;,20.,9...
	Y~N(200,180)
	فلحساب الزمن y  اللازم لمقابلة 20 مريضاً وبثقة  0.99 يحتسب:
	p,Y≤y.=0.99⇒P,,Y−,μ-Y.-,σ-Y..≤,y−,μ-y.-,σ-y...=0.99
	⇒p,Z≤,y−,μ-y.-,σ-y...=0.99 ⇒,y−,μ-y.-,σ-y..=2.33 , الجدول من .
	y=,2.33.,,σ-y..+,μ-y.=,2.33.,,180..+200=231.23 دقيقة
	أي يلزمه 231.23 دقيقة وهذا يساوي : 3 ساعات و 51 دقيقة ، وستكون نهاية العمل في الساعة:
	, الخامسة الساعة .+, ساعات 3 .+,  دقيقة 51.=, 8 الساعة  .+,  دقيقة 51.
	4.6.3القاعدة التجريبية (قاعدة الـ 𝛔 3) :
	نبيّن من خلال المبرهنة الآتية ما يعنيه الانحراف المعياري σ للتوزيع الطبيعي.
	مبرهنة (3): إذا كان  X~N(μ,,σ-2.)  فإنّ:
	1) 𝑃,μ−σ≤X≤μ+σ.=0.6826
	أي إن نسبة القياسات الواقعة  داخل المجال [μ−σ,μ+σ]  لا تقل عن 68.28% ( يجب توضيح ذلك بشكل دقيق للطلاب من خلال الأمثلة).
	2) 𝑃,μ−2σ≤X≤μ+2σ.=0.9544
	أي إن نسبة القياسات الواقعة داخل المجال [μ−2σ,μ+2σ]  لا تقل عن %95.44
	3)     𝑃,μ−3σ≤X≤μ+3σ.=0.9974
	أي إن نسبة القياسات الواقعة داخل المجال [μ−3σ,μ+3σ]  لا تقل عن %0.9974
	 الإثبات:
	1) إثبات (1):
	P,μ−σ≤X≤μ+σ.=P,−1≤,X−μ-σ.≤+1 .
	=P(−1≤Z≤+1)
	=P,Z≤+1.−P,Z<−1.= ϕ,+1.−ϕ,−1.
	=Φ,+1.−,1−Φ,1..=2Φ,1.−1=2,0.8413.−1
	=1.6826−1=0.6826
	وبالأسلوب نفسه نثبت صحة (2) و(3) . ( يترك ذلك تمريناً للقارئ).
	إنّ استخدام مضمون هذه المبرهنة يصدر لنا قاعدة تجريبية لتحديد كون قياسات المجتمع المدروس ( من خلال القيم التي يأخذها متغير عشوائي ما ) هي من مجتمع طبيعي أم لا . لأجل ذلك نعد قيم هذا المجتمع هي قيم لمتغير عشوائي X  متوسطه μ وتباينه ,σ-2. مجهولان ، ثم نح...
	[,𝑥.−s,,𝑥.+s]
	و                     [,𝑥.−2s,,𝑥.+2s]
	و                     [,𝑥.−3s,,𝑥.+3s]
	ونقارن هذه النسب مع النسب المعطاة في هذه المبرهنة، فإذا كانت قريبة منها بشكل مقبول قلنا : إنّ هذا المجتمع الذي أخذت منه القياسات هو مجتمع طبيعي متوسطه 𝜇=,𝑥. وتباينه   ,σ-2.= ,s-2. وتسمى القاعدة السابقة ( اختبار كون المجتمع طبيعياً) بقاعدة الـ 3σ .
	ملاحظة (2):
	إنّ المبرهنة السابقة تعني أنّ نسبة القياسات الواقعة خارج المجال
	[μ−3σ,μ+3σ] هي 0.26%  ، مما يعني أن نسبة القياسات التي تزيد على μ+3σ هي  0.13% وأنّ نسبة القياسات التي تقل عن  μ−3σ هي   0.13% ، وذلك بسبب تناظر منحني الكثافة الطبيعية حول المستقيم 𝑥=μ .
	ولو تأملنا في جدول التوزيع الطبيعي المعياري لوجدنا ϕ,3.49.=0.9998 بما أنّ الدالة Φ,z. متزايدة (لماذا ؟) ، فهذا يسمح لنا ، ولو بشكل تقريبي عدّ قيم Φ,𝑧.=1 من أجل جميع قيم z≥3.60 ، وكذلك Φ,𝑧.=0 من أجل جميع قيم z≤3.60
	المحاضرة الثامنة
	5.6.3 مبرهنات النهايات الحدية:
	وجدنا من خلال المبرهنة (2) أنّه إذا كانت لدينا عينة عشوائية ,X-1.,,X-2.,…,,X-n.  من المجتمع الطبيعي N(μ,,σ-2.) ، فإنّ المتغير العشوائي ( مجموع عناصر هذه العينة) له التوزيع الطبيعي 𝑁,𝑛𝜇,𝑛,𝜎-2.. ومِنْ ثَمّ يكون للمتغير العشوائي 𝑍=,,𝑖=1-n-,X-i..−...
	وكذلك فإنّه يكون للمتغير العشوائي ,X.=,,𝑖=1-n-,X-i..-n. (المتوسط الحسابي لعناصر العينة) التوزيع الطبيعي  𝑁(𝜇,,,σ-2.-𝑛.) ، ومِنْ ثَمّ يكون للمتغير العشوائي 𝑍=,,X.−𝜇-,𝜎-,𝑛... التوزيع الطبيعي المعياري 𝑁(0,1) وذلك بصرف النظر عن قيمة حجم العينة n .
	ولحسن الحظ إنّ ما سبق ذكره يبقى صحيحاً من أجل أي عينة عشوائية ,𝑋-1.,,𝑋-2.,…,,𝑋-n.  مأخوذة من أي مجتمع ، بشرط أن يكون حجم العينة 𝑛 كبيراً بالقدر الكافي، وهذه ما تفيد به مبرهنة النهاية المركزية التي سنقبلها دون برهان.
	مبرهنة (4):مبرهنة النهاية المركزية:
	إذا كانت ,X-1.,,X-2.,…,,X-n. عينة من مجتمع F(t) متوسطه μ وتباينه,σ-2.  (,σ-2.≠0)، فإنّ توزيع المتغير العشوائي Y=,𝑖=1-n-,X-i.. يتقارب من التوزيع الطبيعي 𝑁,𝑛𝜇,𝑛,𝜎-2.. .
	كذلك الأمر فإنّ توزيع ,X.=,,𝑖=1-n-,X-i..-n. يتقرب من التوزيع الطبيعي 𝑁(μ,,,σ-2.-𝑛.) ونتيجة لهذه المبرهنة ، فإنّ توزيع :
	 ,,𝑖=1-n-,X-i..−𝑛𝜇-,𝑛.𝜎.   يتقارب من التوزيع الطبيعي المعياري 𝑁(0,1) .
	 ,,X.−𝜇-,𝜎-,𝑛...      يتقارب من التوزيع الطبيعي المعياري 𝑁(0,1) .
	وذلك من أجل قيم 𝑛 الكبيرة.
	تبيّن هذه المبرهنة مدى نزوع مجموع عناصر عينة إلى التوزيع الطبيعي. والسؤال الذي يطرح نفسه هو : كم يجب أن يكون حجم العينة 𝑛 حتى يصبح التقريب الناشئ عن تطبيق هذه المبرهنة تقريباً جدياً من وجهة النظر العملية.
	لسوء الحظ لا يوجد جواب عام ومحدد تماماً لهذه السؤال، ويتعلق الأمر بالمجتمع المأخوذ منه العينة. فكلما كانت درجة التناظر كبيرة في توزيع المجتمع المأخوذ منه العينة كان التقريب جيداً أكثر. ويُلحظ أنّه من أجل 𝑛≥30 ، فإنّ التقريب يكون جيداً، وذلك مهما يكن ...
	مثال(48.3):
	إذا كان ,X-2.,…, ,X-n.,… ,X-1., متتالية من المتغيرات العشوائية المستقلة التي لكل منها التوزيع البواسوني بوسيط 𝜆=2
	فإذا كان : ,Y-100.=,X-1.+,X-2.+…+,X-100.
	فأوجد:     𝑃(190<,𝑌-100.<210)
	الحل:
	من المبرهنة 5  نعلم أن :
	E,,X-i..=V,,X-i..=λ =2           (i=1,2,….)
	وحسب مبرهنة النهاية المركزية فإن المتغير العشوائي ,𝑌-100. تقريباً التوزيع:
	N,100μ,100,σ-2.. أي التوزيع  N,200,200.
	ويكون :                                       P(190<,Y-100.<210)
	=P,,190−200 -10,2..<,190−200 -10,2..<,200−210 -10,2...
	=P,−0.707<𝑍<0.707.=2ϕ,0.707.−1≅0.52
	6.6.3تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي:
	قمنا فيما سبق بعدة تطبيقات للتوزيع الثنائي اقتضت جميعها حساب احتمال أن يأخذ X وهو عدد النجاحات من بين 𝑛 تكراراً ، قيمة معينة أو أن يقع ضمن مجال معين ، وقد اقتصرنا التطبيقات على أمثلة تكون 𝑛 صغيرة ، وذلك بسبب مشقة الحسابات عندما𝑛  كبيرة وتقدم ، مبره...
	وهكذا نلحظ أنه إذا كان X  متغيراً عشوائياً له التوزيع الثنائي بوسيطين n  و p  فإن :    X=,i=1-n-,X-i..
	حيث ,X-2.,…, ,X-n. ,X-1., متغيرات عشوائية برنولية لكل منها الوسيط p  ووفقاً لنظرية النهاية المركزية يكون التوزيع التقريبي لـ x في حالة n  كبيرة كفاية التوزيع الطبيعي بمتوسط np وتباين npq . وهكذا يمكننا من جديد استخدام جدول التوزيع الطبيعي المعياري لحس...
	𝑛𝑞 ≥5     ,            𝑛p≥5
	وعندها يكون :
	P,,x-1.≤X≤,x-2..=P(,x-1.−,1-2.≤Y≤,x-2.+,1-2.)
	حيث :                          𝑌~𝑁,𝑛p, npq .
	وقد قمنا بتعديل طرفي مجال تحولات Y لأننا نقوم بتقريب توزيع منفصل بتوزيع مستمر والتعديل الذي أجريناه تبين أنه يحسن التقريب كثيراً وتسمى إضافة أو طرح ,1-2. عملية تصحيح من أجل الاستمرار.
	مثال(49.3):
	تم اختبار لقاحٍ جديدٍ ضد الزكام ، وقد أعطي اللقاح لمئة شخص ، وتم مراقبتهم من جهة إصابتهم بالزكام لمدة عام ، ولقد نجا 68 منهم من الإصابة بالزكام، ولنفترض أننا نعلم من معلومات سابقة أن احتمال عدم الإصابة بالزكام هو بصورة طبيعية وبدون استخدام اللقاح 0.50...
	أيّ نتائج يمكن استخلاصها من هذه التجربة حول فعالية اللقاح؟
	الحل:
	لنحسب احتمال نجاة 68 أو أكثر من الإصابة بالزكام تحت الفرض أن 𝑃=0.5
	فإذا كان X المتغير الدال على عدد الذين نجوا من الإصابة بالزكام خلال العام عندئذ:
	X~b,n=100;p=,1-2..≈N,μ=np;,σ-2.=npq.
	حيث:                                     : μ=np=,100.,,1-2..=50
	,σ-2.=npq=,100.,,1-2...,,1-2..=25
	ومنه :                                        X~N,μ=50;,σ-2.=25.
	P,X≥68.=P,X≥68−0.5.=P[X≥67.5]
	P,,X−μ-σ.≥,67.5−μ-σ..=P[Z≥,67.5−50-5.]
	=P,Z≥3.5.=1−P,Z≤3.5.=1−0.9998=0.0002
	النتيجة تدل على الاعتراف بفعالية اللقاح في الوقاية من الزكام.
	مثال(50.3): تدعي شركة لصنع الأدوية بأن أحد الأدوية التي تنتجها تؤدي إلى شفاء %80 من المرضى الذين يعالجون به ، ولاختيار هذا الادعاء أخذت عينة من 100 مريض ، وعولجوا بهذا الدواء ، واتخذ القرار بقبول هذا الادعاء إذا شفي منهم 75 مريضاً أو أكثر.
	والمطلوب:
	1. ما احتمال رفض ادعاء الشركة إذا كان احتمال الشفاء باستخدام هذا الدواء هو 0.80 فعلاً؟
	2. ما احتمال قبول ادعاء الشركة إذا كان احتمال الشفاء لا يتجاوز 0.70 ؟
	الحل:
	النموذج المدروس يتبع التوزيع الثنائي كون التجربة ثنائية (شفاء أو عدم شفاء) ومكررة  تكراراً مستقلاً n=100  مرة.
	وإذا كان X عدد المرضى الذين تم شفاؤهم نتيجة استخدام هذا الدواء فإن:
	الطلب (1):
	X~b(n=100;P=0.80)≈N(μ=np;,σ-2.=npq)
	μ=np=,100.,0.80.=80
	,σ-2.=npq=,100.,0.80..,0.2.=16
	ومنه :                             X≈N(μ=80;,σ-2.=16)
	حيث تم اعتماد التقريب الطبيعي للتوزيع الثنائي لأن n   كبيرة.
	P,X<75.=P,X<74.5.=P,,X−μ-σ.<,74.5−80-4..
	=P,Z<−1.38.=0.0853
	وهو احتمال رفض ادعاء الشركة.
	الطلب (2): من أجل قبول ادعاء الشركة يجب أن نحسب:
	μ=np=,100.,0.7.=70
	,σ-2.=npq=,100.,0.70..,0.30.=21
	σ=,21.=4.58
	P,X ≥75.=P,X≥74.5.=P,,X−μ-σ.≥,74.5−70-4.58..
	=P,Z≥−0.982.=1−P,Z≤0.982.
	=1−0.8365=0.1635
	وهو احتمال قبول ادعاء الشركة.
	7.3  تمارين غير محلولة (للقسم العملي):
	1. تدل الإحصائيات الطبية على أنه %40 من المدخنين يصابون بسرطان الرئة. فما احتمال أن يصاب 4 من المرضى من 10 أشخاص ؟ وما احتمال إصابة 3 على الأقل؟
	.2منطقة ريفية يعتقد بأنّ %60 من منازلها مؤمن ضد الحريق ، اختير أربعة مالكي منازل ريفية من المنطقة عشوائياً وقد أمن X منهم ضد الحريق ، اكتب جدول التوزيع الاحتمالي لـ X.
	وما احتمال أن يكون ثلاثة منهم على الأقل قد أمنوا بيوتهم ضد الحريق؟
	.3 لنفترض أن المحركات الأربعة لطائرة تجارية مصممة بحيث تعمل مستقلة عن بعضها عن بعض ، واحتمال عطل أي منها والطائرة في الجو هو 0.01 .
	والمطلوب: ما احتمال
	1. ألا يقع أي عطل ؟  2. ألا يقع أكثر من عطل؟
	4. في مصنع للأدوية ينتج أكياس مصل معين، إذا كان 20% من إنتاجه من هذه الأكياس معيب الصنع ، فاحسب احتمال أن يكون هناك أربعة أكياس معيبة الصنع في عينة من 100 كيس . ثم احسب احتمال أن يكون هناك كيس على الأقل معيب الصنع  ضمن العينة المدروسة.
	5. تقع حوادث اصطدام الطرق في منطقة معينة بمعدل حادث واحد لكل يومين. والمطلوب:
	أ‌- احسب الاحتمالات الموافقة لـ 0 ، 1، 2 ، 3، 4، 5، 6. حوادث اصطدام في الأسبوع في تلك المنطقة.
	ب‌-  ما عدد الاصطدامات الأسبوعية الأكثر احتمالاً؟
	ت‌- كم يوماً في الأسبوع نتوقع أن يمر دون اصطدامات.
	( μ=7×,1-2.=3.5)؟
	6. إذا كانت نسبة الأشخاص الذين يتوفون بسبب نوع معين من المرض هو   0.002 وكان عدد الذين أمنوا على حياتهم ضد هذا النوع من المرض هو 1000  شخص. وبفرضX  يمثل عدد الأشخاص الذين يتوفون بسبب هذا المرض. والمطلوب:
	أ‌- أوجد احتمال ألا تدفع شركة التأمين لأي منهم.
	ب‌- أوجد احتمال أن تدفع الشركة لعدد يتراوح بين شخص واحد وثلاثة أشخاص.
	ت‌- ما العدد المتوقع الذي ستدفعه شركة التأمين لهؤلاء الأشخاص؟
	7. إذا كان معدل عدد حوادث المرور في مدينة معينة خلال يوم ماطر هو 3 حوادث. والمطلوب:
	أ‌- ما احتمال وقوع حادث واحد فقط في هذه المدينة خلال يوم ماطر؟
	ب‌- ما احتمال وقوع ثلاثة حوادث على الأكثر في هذه المدينة خلال يوم ماطر؟
	8. إذا كان طول الشخص عبارة عن متغير عشوائي X له التوزيع الطبيعي
	N(μ=175,,σ-2.=,(7.5)-2.) فكيف يحدد مهندس ارتفاع أبواب الغرف في منزل يقوم بتصميمه بحيث لا يضطر أكثر من %5 من الأشخاص إلى تخفيض رؤوسهم عند الدخول أو الخروج.
	9. إذا كان احتمال أن يصاب مريض القلب بأزمة قلبية أثناء المعالجة هو 0.2 فإذا كان لدينا 10 مرضى يعانون الظروف الصحية نفسها فالمطلوب:
	أ‌- ما احتمال إصابة 6 مرضى بأزمة قلبية أثناء العلاج؟
	ب‌- ما العدد المتوقع من هؤلاء المرضى أن يصاب بأزمة قلبية أثناء العلاج؟
	10. إذا كانت أعمار أحدث المصابيح تتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 5 سنوات وانحراف معياري يساوي سنة واحدة.
	احسب احتمال أن يقع متوسط عينة حجمها n=9  من هذه المصابيح في   المجال  [4.4, 5.2]
	11. بافتراض أن احتمال الحصول على طفل أزرق العينين هو ,1-3. ، فإذا كان في الأسرة 6 أطفال . المطلوب:
	أ‌- ما احتمال عدم الحصول على طفل أزرق العينين؟
	ب‌- ما احتمال أن نصف الأطفال ذوو عيون زرقاء؟
	ت‌- ما احتمال الحصول على طفل واحد على الأقل ذي عيون زرقاء؟
	ث‌- ما العدد المتوقع للحصول على أطفال ذوي عيون زرقاء؟
	12. إذا كان احتمال وجود شخص يستخدم يده اليسرى في الكتابة في مجتمع ما هو 0.02 تم اختيار عينة عشوائية من الحجم 500 شخصٍ من ذلك المجتمع فالمطلوب:
	أ‌- احسب احتمال وجود ثلاثة أشخاص على الأقل من هؤلاء الأشخاص في العينة المسحوبة يستخدمون اليد اليسرى في الكتابة.
	ب‌- ما العدد المتوقع والتباين من هؤلاء الأشخاص في العينة المسحوبة للذين يستخدمون اليد اليسرى في الكتابة؟
	13. إن معدل أطوال طلاب جامعة دمشق هو 165 𝑐.𝑚 وبانحراف معياري قدره 8 𝑐.𝑚 والمطلوب: ما نسبة الطلاب الذين تتجاوز أطوالهم 175 𝑐.𝑚 ؟
	14. إن درجات 300 طالب نجحوا في امتحان مقرر الإحصاء الحيوي كانت تتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 65 وبانحراف معياري 10 والمطلوب:
	أ‌- ما عدد الطلاب الذين وقعت درجاتهم بين 70 و 80 درجة.
	ب‌-  ما أقل علامة حصل عليها طالب من الـ %12 الأوائل ؟ وما أعلى علامة حصل عليها طالب من المجموعة الباقية؟
	15. في عيادة  أحد الأطباء 15 مريضاً، وقد بدأ باستقبالهم في الرابعة مساءً ، ففي أي ساعة سيكون واثقاً %95 بأنه سينتهي عمله إذا كان يعلم من خبرته السابقة أن أزمنة مقابلة المرضى تتوزع توزعاً طبيعياً بتوقع μ=12  دقيقة وبانحراف معياري 4 دقائق.
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